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微分 流 形 是 描述 自然 现象 的 一 种 空间 形式 , 已 成 为 现代 数学 中 富有 代表 性 的 基 
本 概念 . 它 不 仅 是 微分 拓扑 、 现代 微分 几何 及 李 群 论 的 研究 对 象 , 而 且 与 众多 的 现 
代数 学 分 支 紧密 相关 . 微分 流 形 的 理论 、 方法 及 语言 向 诸多 数学 分 支 渗透 , 为 当代 
非 线 性 分 析 的 发 展 提 供 了 理想 的 平台 .微分 流 形 的 理论 与 方法 已 被 越 来 越 多 的 数 
学 工作 者 所 掌握 , 而 且 对 从 事 力 学 、 物 理学 (特别 是 理论 物理 学 ) 以 及 数量 经 济 学 
等 研究 的 专业 人 员 来 说 , 微分 流 形 知识 也 是 他 们 必 备 的 数学 工具 . 

在 我 国 数学 界 , 加 强 几 何 学 的 教学 已 形成 一 种 共识 . 现在 国内 有 许多 高 校 为 数 
学 、 应 用 数学 等 专业 的 研究 生 和 高 年 级 本 科 生 开设 了 微分 流 形 课程 , 传授 微分 流 形 
的 基础 知识 . 鉴于 目前 国内 在 这 方面 的 教材 和 参考 书 仍然 很 少 , 为 适应 人 才 壤 养 的 
需求 , 我 们 撰写 了 这 本 《微分 流 形 基础 》. 

本 书 的 编写 围绕 选材 及 内 容 陈 述 有 如 下 考虑 . 

首先 , 编写 教材 既 要 重视 基础 义 要 面 疝 未 来 , 反映 数学 科学 发 展 的 特点 .当今 
数学 各 个 分 支 相 互 渗透 , 已 形成 一 些 新 的 交叉 学 科 与 边缘 学 科 , 数学 科学 朝 着 更 高 
层次 的 综合 方 四 发 展 . 着 名 数学 家 陈省身 先生 在 1982 年 说 过 ,“ 将 来 数学 研究 的 对 
象 , 必然 是 流 形 .”“ 要 研究 整个 流 形 , 流 形 论 的 基础 便 成 为 必要 ”( 见 文献 [1])， 即 便 
如 此 , 内 容 也 非常 丰富 , 因此 必须 挑选 流 形 论 中 最 重要 的 基本 概念 、 基 本 理论 和 基 
本 方法 , 力求 精炼 典型 , 努力 将 流 形 的 拓扑 、 几 何 与 分 析 三 个 方面 的 内 容 有 机 结合 . 
对 于 分 析 的 内 容 , 力求 使 读者 领悟 其 几何 实质 ; 而 对 于 几何 的 内 容 , 则 要 求 洞悉 其 
分 析 精 骨 . 在 系统 介绍 流 形 论 基础 知识 时 , 务必 反映 出 流 形 论 与 诸多 数学 分 支 之 间 
的 内 在 联系 , 体现 数学 的 统一 性 . 

其 次 , 在 内 容 呈 现 上 , 应 遵循 以 学 生 为 本 的 原则 , 注意 展现 数学 知识 的 发 生 过 
程 和 数学 问题 解决 的 思维 过 程 . 努力 做 到 将 形象 思维 与 抽象 思维 相 结 合 , 直觉 与 逻 
辑 相 结合 , 以 方便 读者 透 过 形式 化 的 表述 领会 其 内 含 的 数学 本 质 , 能 够 举一反三 , 触 
类 旁 通 . 

本 书 从 微分 流 形 的 基本 概念 讲 起 , 第 1, 2, 4 章 组 成 流 形 上 的 微 积 分 的 基本 理 
论 , 是 本 书 的 基础 材料 . 李 群 是 一 类 重要 的 微分 流 形 , 它 集 几 何 、 代 数 与 分 析 于 一 
身 , 本 书 第 3 章 介绍 李 群 的 基本 知识 ,从 中 可 以 看 到 几何 的 、 代 数 的 、 分 析 的 方法 
交替 使 用 , 相辅相成 . 而 对 于 另 一 类 重要 的 黎 曼 流 形 , 我 们 在 第 5 章 就 可 定向 的 紧 
致 黎 曼 流 形 介 绍 了 深刻 的 Hodge 定理 . 第 5 章 中 男 一 个 深刻 结果 , 即 de Rham 同 
构 定 理 , 我 们 采用 I.M.Singer, J.A.Thorpe 在 文献 [2] 中 所 使 用 的 初等 方法 给 出 了 详 
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细 证 明 , 而 未 使 用 层 的 上 同调 理论 这 样 高 深 的 数学 工具 .比较 而 言 , 似乎 前 者 易 被 
读者 接受 . 

本 书 作为 数学 、 应 用 数学 等 专业 研究 生 及 高 年 级 本 科 生 教材 , 可 供 一 个 学 期 使 
用 . 如 果 学 时 不 足 ， 以 下 选择 可 供 参 考 : 选取 第 1 章 前 5 节 、 第 2 章 、 第 4 章 ， 
然后 在 第 3, 5 章 中 再 选取 一 章 . 而 对 于 第 1 章 中 的 后 3 节 , 着 重 介 绍 Whitney 漫 
入 定理 的 证 明 , 目的 是 让 学 生 掌 握 它 的 思想 方法 . 至 于 Sard 定理 ,Whitney 典 入 
定理 ,Thom 横 截 性 定理 , 可 以 只 陈述 其 意义 , 给 出 证 明 思 路 而 略 去 证 明 . 当然 , 使 
用 本 书 的 学 校 可 以 根据 具体 情况 由 任课 老师 决定 教学 内 容 的 取舍 . 如 果 读 者 在 分 
析 与 代数 方面 受过 良好 的 本 科 训 练 , 并 且 热 悉 点 集 拓 扑 的 有 关 知 识 , 完全 可 以 阅读 
本 书 . 

本 书 编写 工作 由 李 养 成 主持 . 参照 由 他 整理 的 讲稿 , 崔 登 兰 撰写 第 1 章 和 第 2 
章 , 郭 瑞 芝 撰写 第 3 章 , 李 养 成 撰写 第 4 章 和 第 5 章 并 且 负 责 全 书 的 修改 与 定稿 . 
何 伟 博士 精心 绘制 了 书 中 所 有 图 表 , 在 此 表示 感谢 . 

感谢 国家 自然 科学 基金 项 目 (编号 : 10971060) 为 本 书 出 版 提供 资助 . 

由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 仍 有 许多 不 足 之 处 , 甚至 有 一 些 错误 ， 妨 请 大 家 批评 
指正 . 


李 养 成 
2011 年 3 月 
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第 1 章 ”微分 流 形 与 可 微 映射 


流 形 是 一 类 重要 的 拓扑 空间 , 它 的 一 个 显著 特征 是 局 部 为 欧 氏 空间 . 为 了 把 欧 
氏 空 间 (看 作 平 直 空间 ) 中 的 微 积分 引入 到 流 形 中 去 , 我 们 在 1.1 节 对 拓扑 流 形 引 
进 了 微分 结构 ，1.3 节 中 介绍 的 微分 流 形 在 一 点 处 的 切 向 量 是 一 个 线性 求 导 算 子 ， 
它 是 通常 微 积分 学 中 方向 导数 的 自然 推广 . 微分 流 形 M 在 一 点 处 的 切 空间 可 看 作 
对 弯曲 空间 M 在 该 点 处 邻近 的 一 个 局 部 线性 近似 , 并 且 可 微 映射 J: M 一 N 在 点 
p e M 的 微分 (或 说 切 映 射 ) 则 是 非 线性 映射 了 在 点 p 附近 的 一 个 局 部 线性 逼近 . 
用 线性 代替 (或 逼近 ) 非 线性 是 数学 研究 中 的 常用 方法 , 那么 切 映射 rd 站， : TM 一 
Ty(pN 怎样 反映 f 在 点 p 的 邻 域内 的 性 态 昵 ? 1.4 节 中 介绍 的 反 函 数 定理 和 隐 范 
数 定理 以 及 秩 定 理 都 是 局 部 分 析 中 的 基础 性 结果 . 不 仅 如 此 , 该 节 还 对 流 形 上 的 光 
滑 函 数 在 正则 点 和 非 退化 临界 点 附近 的 性 态 作 了 刻画 ,后 者 正 是 Morse 引 理 所 描 
述 的 .1.6 节 证 明了 Sard 定理 , 它 为 许多 重要 的 存在 性 定理 提供 理论 依据 , 希望 读 
者 很 好 地 领悟 结论 , 学 会 应 用 . 对 正则 性 概念 的 进一步 延伸 是 R.Thom 引入 的 模 截 
正则 性 . 1.8 节 介绍 的 Thom 横 截 性 定理 说 明 Sard 定理 容许 我 们 通过 对 给 定 的 光 
滑 映射 作 一 个 任意 小 的 扰动 而 成 为 模 截 正则 映射 , 使 它 处 于 “一 般 位 置 ”, 这 一 类 定 
理 是 化 为 一 般 位 置 的 基础 . 尽管 有 限 维 微分 流 形 是 欧 氏 空间 的 非常 一 般 的 推广 , 但 
Whitney 嵌入 定理 指出 它 可 以 作为 欧 氏 空间 的 嵌入 子 流 形 来 实现 ， 流 形 的 浸入 与 
嵌入 是 微分 拓扑 研究 中 的 一 个 重要 内 容 , 我 们 在 1.7 节 介绍 了 Whitney 关于 浸入 
与 嵌入 的 经 典 结果 . 值得 指出 的 是 这 几 个 定理 和 Thom 横 截 性 定理 , 它们 的 证 明 思 
路 类 似 . 为 得 到 整体 性 结果 总 是 着 眼 于 局 部 深入 探讨 , 细心 体会 这 类 典范 做 法 是 很 
有 益处 的 . 1.2 节 介绍 的 单位 分 解 也 是 一 个 很 有 用 的 工具 , 本 书后 面 几 章 多 次 用 到 
它 去 证 明 存 在 性 问题 . 总 的 来 说 , 本 章 是 微分 流 形 理论 的 基础 知识 , 也 为 后 续 几 章 
的 展开 提供 准备 . 


1.1 流 形 的 定义 及 举例 


旋 形 的 概念 是 由 著名 数学 家 高 斯 (Gauss) 首先 从 数学 上 对 描述 地 球 表面 的 给 
图 过 程 予以 推广 , 再 进一步 抽象 而 形成 的 . 一 群 制 图 人 员 按 下 列 要 求 被 分 成 一 些小 
组 : (i) 每 一 块 地 球 表面 分 配给 编号 为 i 的 一 个 小 组 绘制 , (ii) 如 果 分 配给 编号 为 i 
和 7 的 两 个 不 同 小 组 的 两 块 区 域 相交 , 那么 这 两 个 小 组 必须 在 各 目的 地 图 上 特别 
在 其 公共 区 域内 精确 地 并 且 尽 可 能 详细 地 标 出 地 图 上 点 的 地 名 , 由 此 可 清楚 地 知道 
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在 不 同 的 地 图 上 哪些 点 彼此 对 应 . 每 一 张 独立 的 地 图 被 画 在 具有 某 种 坐标 的 一 张 纸 
上 , 这 些 称 为 卡 的 纸张 全 体 组 成 地 球 表面 的 一 个 图 册 . 

基于 以 上 思考 , 抽象 的 流 形 定义 应 反映 流 形 的 这 样 一 个 显著 特征 : 它 在 局 部 是 
欧 氏 的 , 即 对 于 流 形 上 的 每 一 点 , 有 一 个 邻 域 与 欧 氏 空间 的 一 个 开 集 同 胚 , 因此 可 
引入 局 部 坐标 系 . 流 形 正 是 由 一 块 块 “ 欧 氏 空间 ”粘贴 起 来 得 到 的 . 

为 严格 地 叙述 微分 流 形 的 定义 , 先 陈述 分 析 中 已 有 的 概念 以 作 准 备 -. . 

定义 1.1.1 设 U 为 n 维 欧 氏 空 间 Rn" 的 一 个 开 子 集 , wa: U 一 及 称 为 CR 类 
(k 为 非 负 整数 ) 可 微 函 数 , 如 果 a 以 及 它 的 阶 数 直到 & 的 所 有 偏 导 数 在 7 中 的 每 
一 点 存在 且 连 续 . 特别 , a 是 C? 类 的 是 指 a 连续 . 如 果 a 在 UV 中 每 一 点 有 任意 阶 
的 连续 偏 导 数 , 则 称 a 是 Ce。 的 .UV 上 的 无 穷 次 可 微 函 数 又 称 为 光滑 函数 或 C™” 国 
数 . 如 果 a 在 U 的 每 一 点 的 一 个 邻 域内 可 表示 为 收敛 的 窜 级 数 , 则 称 a 是 解析 的 
或 Co 的 . 

若 f :U 一 R? 为 映射 , f 可 用 它 的 分 量 函 数 表 示 为 f = (所,… ,fp). 如 果 j 
的 每 一 个 分 量 函 数 f;:U 一 展 是 Cr* 的 (i=1,…,p), 则 称 了 为 UU 上 的 Cr 类 可 
微 映射 或 称 f 是 O* 的 . 若 每 一 f.(i = 1,… ,p) 是 Co( 或 C2) 的 , 则 称 f 为 光滑 
(或 解析 ) 映射 , 并 记 f 是 C™( 或 0*) 的 . 

定义 1.1.2” 设 M 是 一 个 Hausdorf 拓扑 空间 . 车 对 M 的 每 一 点 p, 存在 后 
p 的 开 邻 域 UV 和 映射 

pp:U—R", | 

使 得 是 U 到 RR™m 的 开 子 集 p(UV) 上 的 同 胚 映射 , 则 称 M 是 一 个 mm 维 拓扑 流 形 . 
(Dop) 称 为 M 的 一 个 局 部 坐标 系 或 局 部 坐标 卡 , U 称 为 局 部 坐标 域 . p 称 为 坐标 映 
射 , 并 把 2(p) 在 Rm 中 的 坐标 pi;(p) = zi(p)(i = 1,… ,m) 称 为 点 p 的 坐标 . 局 部 
坐标 系 (U, p) 有 时 也 记 为 (U;Z1,.. ,Tm) 或 (DePi zi). 

设 (pa) 和 (Up,pp) 是 mm 维 流 形 M 的 两 个 局 部 坐标 卡 . 者 Ua[\Ug#%, 
则 pa(Us 门 U8) 与 pe(UVo 门 Us) 是 Rm 中 的 两 个 非 空 开 集 , 并 且 映 射 


PB 9 px : pal(Ua 站 76) 一 pa(Ua (\ Ug) 


建立 了 这 两 个 开 集 之 间 的 同 胚 , 其 逆 映 射 为 pa. p3 pa(Ua 门 U6) ( 见 图 1.1). 

如 果 把 整个 拓扑 流 形 想象 为 局 部 是 欧 氏 空间 的 开 和 集 通 过 粘 接 而 得 到 的 , 那么 上 
述 坐 标 变换 则 告诉 我 们 如 何 将 它们 进行 粘 合 . 

从 点 集 拓扑 的 基本 理论 立即 可 得 出 拓扑 流 形 所 具有 的 拓扑 性 质 ， 我 们 说 一 个 
拓扑 空间 X 是 局 部 连通 的 , 是 指 对 任意 zeX 和 z 的 任意 开 邻 域 UV, 存在 z 的 连 
通 邻 域 V 使 得 Vc U. 如 果 对 任意 zeX 和 z 的 任意 开 邻 域 0, 存在 开 集 V 使 得 
V 的 闭 包 了 是 紧 致 的 , 并 且 ze VcVcU, 则 称 X 是 局 部 紫 致 空间 . 换言之 , 若 
X 中 的 每 一 点 都 有 一 个 紧 致 邻 域 , 则 X 是 局 部 紧 致 的 . 


1.1 流 形 的 定义 及 举例 .3 


5 opa! 
9 pp 


> 


图 1.1 
命题 1.1.1 (i) 拓扑 流 形 M 是 局 部 连通 的 、 局 部 紧 致 的 完全 正则 空间 . 


(i) 如 果 M 满足 第 二 可 数 性 公理 , 则 M 是 正规 的 、 可 度量 化 的 , 并 且 可 以 表 
示 为 可 数 个 紧 致 子 集 的 并 集 

证 明 (i) 设 M 是 m 维 拓扑 流 形 . 读者 不 难 验证 , 对 任意 pe M, 可 以 选取 围 
绕 点 p 的 局 部 坐标 卡 〈U, oj), 使 得 U 拓扑 同 胚 于 Rm 中 以 点 z = yp(p) 为 中 心 , 以 
s 为 半径 的 开 球 Bj(e),; 因此 有 wp(U) = Bj(e). 

现 设 V 是 点 yp 的 任意 开 邻 域 , 则 存在 点 p 的 开 邻 域 W, 使 得 


p(W)= B06)C Br(6) CV), 0<o<Ee. : 


由 于 B。(5) 是 连通 的 , 因此 W = p-1(Bs(6)) 连通 , 又 Bs(6) 是 紧 致 的 , 故 现 也 是 
紧 致 的 , 于 是 M 是 局 部 连通 的 并 且 是 局 部 紧 致 的 . 而 每 一 个 局 部 紧 致 的 Hausdorff 
空间 都 是 正则 空间 因而 又 是 完全 正则 的 , 因此 M 必 为 完全 正则 空间 . 

(i) 现 假定 M 满足 第 二 可 数 性 公理 , 又 由 (i) 知 M 是 正则 的 , 故 M 是 正规 空 
间 , 因 点 集 拓 扑 学 中 有 一 个 结论 是 满足 第 二 可 数 性 公理 的 正则 空间 是 正规 的 . 而 依 
据 Urysohn 度量 化 定理 , M 还 是 可 度量 化 的 . 余下 需 证 明 M 可 表 为 可 数 个 紧 致 子 
集 的 并 . 

由 于 M 是 局 部 紧 致 的 , 可 选取 闭 包 为 紧 致 子 集 的 开 集 组 成 M 的 一 个 开 履 盖 . 
而 M 满足 第 二 可 数 性 公理 , 据 Lindelaf 定理 , 存在 可 数 子 覆 盖 , 设 {Wi,… , Wi,……} 
是 可 数 个 闭 包 为 紧 致 集 的 开 集 , 它们 覆盖 了 M. 令 G1 = Wy, 设 


Gx = Wi U 机 U W;,, 


令 入 > 办 且 它 是 使 得 可 < 人 Wi 的 最 小 正 整数 , 定义 


.4. 第 1 章 微分 流 形 与 可 微 映射 


Ik 二 1 


Gk+1 = U Wi;, 
则 Gk+1 为 开 集 ， CR+1 为 紧 致 集 ， Gk C Gk+1) 并 且 


MC U Wx CC U GxkC U GCM, 
k k Kk 


因此 M 可 表 为 可 数 个 紧 致 子 集 的 并 , 我 们 说 M 是 o 紧 致 的 . 

下 面 讨论 在 拓扑 流 形 M 上 引进 微分 结构 . 我 们 说 M 的 两 个 局 部 坐标 卡 
(aepa) 和 (Us, ga) 是 C*- 相 容 的 (1 和 上 < +oo)， 如 果 Uo 门 Us = 或 者 当 
Uo 门 Us 关 儿 时 ,坐标 变换 

PB oPa’ :pal(Ua (| Ug) = pel(Ua (| UVB) 
和 

(Pao pa : pa(Ua 站 U8) — pa(Ua {| Ua) 
都 是 C* 映射 . 

定义 1.1.3” 设 M 是 一 个 拓扑 流 形 ， 如 果 M 上 的 一 个 局 部 坐标 卡 集 了 = 
{(Uo, pa)|la e A} 满足 下 列 条 件 : 

(i) D 中 各 坐标 卡 的 定义 域 覆 盖 M, 即 UV Ua=M 


(ii) D 中 任意 两 个 局 部 坐标 卡 是 C"- 相 容 的 ， 

( 阁 ) D 是 极 大 的 , 即 与 D 中 各 局 部 坐标 卡 C7- 相 容 的 任何 局 部 坐标 卡 必 属于 
D, 那么 D 称 为 M 的 一 个 Cr 微分 结构 ，M 连同 给 定 的 C"” 微分 结构 叫做 Cr 微 
分 流 形 . 

注 ” 在 上述 定义 中 , 条 件 (i)、 (i 是 基本 的 . 不 难 证 明 , 若 局 部 坐标 卡 集 D' 满 
足 条 件 (i) 和 (i), 则 对 任意 整数 s,0 < s < 7, 存在 唯一 的 Cs 微分 结构 D, 使 得 
D' cD. 事实 上 , 若 用 D 表示 与 D' 中 的 坐标 卡 都 Cs- 相 容 的 坐标 卡 所 成 之 集 , 则 
D 是 一 个 Cs 微分 结构 , 它 由 D' 唯一 确定 . 因此 在 构 作 微分 流 形 时 , 只 要 指出 它 的 
一 个 相 容 的 坐标 覆盖 就 可 以 了 . 

今后 主要 讨论 的 是 C% 流 形 , 本 书 “ 微 分 流 形 ”一 词 指 的 就 是 这 类 光滑 流 形 ， 
在 不 引起 混淆 时 简称 为 流 形 . 

例 1 m 维 欧 氏 空间 Rm 是 一 个 m 维 微分 流 形 . 


nn 二 1 
例 2 不 难看 出 ” 维 球面 S" = . E Rn+|llz 一 s 一 | 作为 了 n+ 
2 一 工 


的 子 空间 (n 为 正 束 娄 ) 是 一 个 n 维 拓扑 流 形 . 现 说 明 它 是 一 个 微分 流 形 . 在 S"” 上 
取 北 极 p = {0 0 ,0,1} 与 南极 g = {0 ,0 0,—1}, 令 U=5"*-{p}, V = 5"— {gq}. 
n 让 n 下 
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设 z= (zl …… ,ZeH)eU 连接 点 z 与 p 的 直线 可 表 为 y= 和 x 十 (1 一 入 )p, 和 和 ER. 
当 入 二 一 时 , 该 直线 与 坐标 面 y,,: = 0 相交 于 一 点 , 将 点 > 对 应 于 该 交点 


的 映射 记 为 p, 即 定义 p:U 一 RR" = {y= (Yn ynt1) ER"t!|yn+ti 二 0} 为 


p17)=—— tl 
1 一 ZnHl 工 一 ZnHl 


类 似 地 , 利用 南极 可 作 上 映射  : Y 一 R". 易 见 o(Z 站 V) = R" 一 {0}, 而 且 对 于 
yeE PUNV), 有 %oep (= TE 因而 yop  € 0™. 


Sn 连同 由 (Ug), (ZK 区 确定 的 微分 结构 使 之 成 为 Cw 流 形 

例 3 nn 维 实 射影 空间 RP” 是 微分 流 形 的 重要 例子 , 有 几 种 方法 来 描述 它 . 
一 种 是 将 RP" 看 作 是 R"+! 中 过 原点 的 一 切 直线 之 集 , 即 向 量 空间 了 "+ 的 一 切 
1 维 子 空间 之 集 . 显然 , R"+1 中 过 原点 的 直线 由 一 非 零 向 量 x 决定 . 奉 非 零 癌 量 x 
与 y 线性 相关 , 即 存在 非 零 实 数 , 使 得 x = Xy, 则 z 与 y 给 出 相同 的 直线 , 所 以 
RP" 也 可 以 这 样 描述 , 在 R"+! - {0} 中 引入 关系 “~” 如 下 :z ~y 当 且 仪 当 存 在 实 
数 和 关 0, 使 得 z = My.“~” 是 一 个 等 价 关系 . RP 定义 为 商 空间 (R"t+? {0})/ ~. 
如 果 取 z 和 为 单位 向 量 , 因而 z,y e S", 这 时 z 等 价 于 y( 记 作 x ~y) 当 且 仅 当 
r= 十 y, 于 是 RP"= S"/ ~. 

对 于 z = (zo0,X1,… ,Zn) € 有 "+1l 一 {0}, 用 [xz] = [zo,Zzi,… ,Yn] 表示 它 在 
RP" = (R"+1 {0})/ ~ 中 的 等 价 类 , 记 7”:R"t! 一 {0} 一 RP",z 忆 (7) = [7z] 为 
投影 . 设 "+1 - {0} 的 拓扑 为 7, 则 


T={UCRP"r UV) eI} 


为 RP" 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 商 拓扑 或 粘 合 拓扑 . 

下 面 证 明 RP" 为 n 维 微分 流 形 . 首先 任 取 [xz], [vy] € RP",[z] 关 [yl, 则 存在 含 
fr~l([z]) 的 以 原点 为 顶点 的 去 顶 开 锥 体 Vi 和 含 #1( 思 |) 的 以 原点 为 顶点 的 去 顶 开 
锥 体 VV, 使 得 雇 门 WW = Ci 因而 r( 公 ) 与 7(W) 分 别 是 含 [z] 和 全 的 不 交 开 邻 域 ， 
故 RP" 是 ZT 空间. 

其 次 , 对 每 个 整数 二 0,1,…,n, 令 


Ur: = {[z| € RP"|zk # 0}, 


易 见 它 是 RP" 中 的 开 集 , 并 且 U Ui = RP". 定义 ph : Us 一 Rr 为 
一 0 


_/Xo Tk—l1 wk+l Ln 
Pk([zo0, T1,**: , Tn]) = ze "pr :7 ， 
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于 是 得 到 坐标 卡 (Ux, pk),k 二 0,1,… ,n. 车 上 关 4 例如 <1, 容易 算出 
-1 /i 21 gt .如 

Plo Pk gm 网 = (下 :人 ， yl ) yl ) 名， 
其 中 出 现在 第 大 上 + 1 个 位 置 上 .因为 对 于 y € pr(Ui 门 1), 总 有 狗头 0, 因此 


pioorl 是 C% 映射 
例 4 微分 流 形 (M,D) 的 开 子 集 U 也 是 一 个 微分 流 形 , 带 有 如 下 微分 结构 


Dy 一 {(Ua 站 U, palvsnNv)| (Ua, pa) € D}. 


下 面 是 一 个 重要 实例 . 令 M(n) 为 一 切 n xm 实 矩 阵 之 集 . 作为 集 而 言 , M (n) 
可 以 与 R* 建立 双 射 . 而 R* 是 一 个 2 维 微分 流 形 , 因此 可 赋予 M(n) 拓扑 结 
构 与 微分 结构 , 使 M(n) 成 为 一 个 微分 流 形 . 令 GZ(n,R) Cc M(n) 是 所 有 非 退 化 的 
n x n 矩阵 之 集 . 筷 阵 4 非 退 化 是 指 其 行列 式 det(4) 寺 0. 因 det(4) 是 4 的 连续 
隙 数 , 故 GL(n, 展 ) 作为 M(n) 的 开 子 集 是 微分 流 形 . 又 GL(n, RR) 在 矩阵 乘法 运算 
下 组 成 一 个 群 , 称 为 实 一 般 线性 群 , 这 是 李 群 的 一 个 重要 例子 ( 见 第 3 章 ). 

例 5 ( 积 流 形 )” 设 (M1,D1) 和 (M2,Do) 是 维 数 分 别 为 ml 和 ms 的 微分 流 
形 , 则 Mi x M2 是 一 个 (mi + m2) 维 微分 流 形 , 其 微分 结构 D 由 

{(Ua x Va, pa Xx Ye)l(Ua, Pa) € D1, (Ve, we) € D2} 

所 决定 . 

例如 , 环 面 T? = S1 x S1 作为 两 个 5S1 的 积 流 形 是 2 维 Cee 流 形 , n 维 环 面 
Tn" 一 Six...xSl 是 nn 个 $1 的 C”% 积 流 形 . 

定义 1.1.4 设 M 为 mm 维 微 分 流 形 , S 是 M 的 一 个 子 集 . 如 果 对 每 一 pe 5， 
存在 围绕 点 p 的 局 部 坐标 卡 (U, p), 使 得 

vp(U NS) = ¢(U) (N(R x {0)), 


则 称 S 为 M 的 s 维 (正则 ) 子 流 形 , m 一 s 称 为 5 在 M 中 的 余 维 数 ( 见 图 1.2). 
易 见 , (U 3S, elons) 为 子 流 形 5S 中 围绕 点 p 的 一 个 局 部 坐标 卡 . 


(NRX{0}) 
图 1.2 
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例 6 设 Mn,p) 为 一 切 ”xp 实 窍 阵 组 成 的 空间 , 具有 欧 氏 空间 R"? 的 微 
分 结构 . 令 M (n,p;k) 表示 秩 为 有 的 n x p 和 矩阵 组 成 的 子 空间 , 则 M(n,p;k) 是 
M(n,p) 的 k(n 十 p 一 k) 维 正则 子 流 形 , 其 中 0 < k < min{n,p}. 

证 明 ”左上 角 的 k x& 子 阵 非 退 化 的 n x p 矩阵 全 体 组 成 M(n,p) 的 一 个 开 
子 集 , 记 为 Go. 当 X e Go 时 ,X 可 以 写 为 下 列 分 块 矩 阵 形式 


pk 
记 =GofM(n,p;k), 则 基 e 台 DD= C4-1B. 事实 上 ， 
4 B 


I 0 A B 
OA-! 了 CD | 


0 -CA-iB+D 
其 中 ,x 分 别 为 有 x 单位 矩阵 与 (n 一 k) x (mn 一 k) 单位 矩阵 , 因此 


A B 
0 -CA-iB+D 


4 B 
C DD 


这 说 明 X 的 各 子 块 中 , 4, B, C 这 三 个 子 块 是 独立 的 , 第 四 个 子 块 D 由 4, B,C 
这 三 个 子 块 所 决定 . 我 们 可 以 选取 4, B 和 C 这 三 个 子 块 的 分 量 (共有 np - (n 一 
k)(p 一 k) = k(n 十 p 一 k) 个 ) 作为 0o 中 矩阵 的 局 部 坐标 . 

定义 oo : Uo 一 R*(m+t?-k) x {0} C Rn"2 为 


a(|4 2|)- 


那么 (Do, po) 就 是 M (n,p;k) 的 一 个 局 部 坐标 卡 . 

对 一 般 的 Xe e M (n,p;k), Xa 的 左上 角 的 有 xk 子 阵 不 一 定 非 退 化 , 但 通过 甜 
阵 的 初等 变换 , 即 交 换行 与 列 的 位 置 可 以 使 得 左上 角 的 kk x 子 阵 非 退 化 . 换 句 话 
说 , 可 选取 n x n 置换 阵 P 和 p x p 置换 阵 8。, 使 得 PXaQo 的 左上 角 的 xk 
子 阵 非 退化 , 因而 PX。Qa es Uo. 令 


Rank ~ Rank 二 kk 当 目 仅 当 D = C4-1B. 


4 B 
C D 


4 B 
C 0 


》 


Us = Pr1U0Q21 
它 是 M (n,p;k) 中 的 开 集 . 在 U。 上 定义 局 部 坐标 
pal(Xa) 一 po(PXKXaQa)， 


于 是 (U6, wpa) 便 成 为 M(n,p;k) 的 一 个 局 部 坐标 卡 . 
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注意 这 样 的 开 集 U。 共有 CkCk 个 便 可 将 M(n,p; 避 覆盖 , 将 它们 记 为 Uh 
0,… ,Ue-1, 其 中 {= CrCz. 如 果 U 门 Uj 关 2, 那么 
6 
oroi ) 


pio pi! ( ) = po (Br 


它 显然 是 Ce 映射 

下 面 讨论 微分 流 形 之 间 的 可 微 映 射 , 首先 从 可 微 函 数 说 起 . 

定义 1.1.5 设 f:M 一 RR 是 定义 在 m 维 Cr(r > 1) 微分 流 形 M 上 的 实 函 
数 ,(D, p) 为 包含 点 pe M 的 局 部 坐标 卡 , 则 /op-1 :yp(UV) 一 R 是 定义 在 Rm 的 
开 集 p(U) 上 的 实 函 数 , 称 为 f 在 点 p 邻近 的 局 部 表示 . 者 fop-1 在 扩 p(p) E R™ 
是 Cr 可 微 的 , 则 称 函 数 f 在 点 pe M 是 Cr 可 微 的 . 着 foy-! 在 pg(U) 上 是 C" 
可 微 的 , 则 称 f 是 UV 上 的 Cr 可 微 函 数 . 

函数 f 在 点 p 的 可 微 性 与 包含 点 p 的 局 部 坐标 卡 的 选取 无 关 . 假若 (wy%) 是 
另 一 个 包含 点 p 的 局 部 坐标 卡 , 则 UV 关 %2, 上 且 


foy =(fop )o(pow ). 


因 gow-! 是 C7 的 ,所 以 foy-! 在 点 W(p) 也 是 Cr 可 微 的 . 

J. W. Milnor 在 文献 [3] 中 曾 用 一 族 定义 在 M 的 开 子 集 上 的 可 微 函 数 来 界定 
MM 的 微分 结构 , 现 陈 述 如 下 . 

拓扑 流 形 M 上 的 一 个 Cr(r > 1) 微分 结构 D 乃 是 一 族 定 义 在 M 的 开 子 集 上 
的 实 值 函数 , 满足 下 列 条 件 : 

(1) 对 于 M 的 每 一 点 p, 存在 p 的 一 个 开 邻 域 UV 以 及 从 UV 到 了 Rm 的 一 个 开 子 
集 上 的 同 胚 y, 使 得 定义 在 UV 的 开 子 集 WW 上 的 函数 f 属于 D 当 且 仅 当 fo or: 
是 Cr" 可 微 的 ; 

(2) 者 U; 都 是 包含 于 f 的 定义 域 中 的 开 子 集 , 且 UV = UU 则 flv e D 当 且 


仅 当 对 于 每 一 i, Ho € 了 D. 

读者 不 难 验证 , 关于 微分 结构 的 上 述 两 个 定义 是 等 价 的 . 

定义 1.1.6 设 M 和 NN 为 C7"(r > 1) 流 形 , f : M 一 NN 为 连续 映射 ,pe M. 
在 M 和 NN 上 分 别 选 取 含 点 p 及 点 f(p) e N 的 局 部 坐标 卡 (UD, yp) 与 (V, 细 ), 不 妨 
设 f(U) CV( 必 要 时 缩小 0). 者 映射 


f=yYofop :vy(U) »— VV) 


在 点 p(p) 是 Cr 的, 则 称 映 射 在 点 p 是 C" 的 , 并 且 了 称 为 f 在 点 p 邻近 的 局 
部 表示 (图 1.3). 如 果 f 在 M 的 每 一 点 处 都 是 C" 的 , 则 称 f 为 C" 映射 , Ce 映 
射 义 称 为 光 背 映射 . 


4 B 
C 0 


1.1 流 形 的 定义 及 举例 ‘9. 


flp) 
|， 
| vin) 
p(UCR” Vy WCR" 


图 1.3 


读者 不 难 验证 , 映射 的 可 微 性 与 局 部 坐标 卡 的 选取 无 关 . 

定义 1.1.7 设 M, N 均 为 Crtr > 1) 流 形 . 若 f : M 一 NN 为 双 射 , 并 且 了 
和 f-! 都 是 Cr 映射 , 则 称 f 为 Cr 微分 同 胚 , 简称 为 微分 同 胚 , Ce 微分 同 胚 义 
称 为 光滑 同 胚 , 在 不 引起 混淆 时 也 说 成 微分 同 胚 . 

上 面 我 们 定义 了 以 m 维 欧 氏 空间 Rm 中 的 开 集 为 局 部 模型 的 流 形 , 但 平面 上 
的 闭 圆 盘 、3 维 欧 氏 空间 中 的 闭 球 体 、M5bius 带 等 都 不 属于 这 类 无 边 流 形 , 因此 需 
考虑 以 半空 间 


H™ = {z= (x1,:.… ,Tm) € RY|zm > 0} 


中 的 开 集 为 局 部 模型 的 流 形 , 称 之 为 带 边 流 形 . 

定义 1.1.8 一 个 m 维 带 边 流 形 M 是 一 个 局 部 同 胚 于 H™ 中 开 集 的 Hausdorff 
空间 .(U, y) 叫做 M 的 一 个 局 部 坐标 卡 或 局 部 坐标 系 , 如 果 U 是 M 的 一 个 开 集 ， 
p:U 一 HT 是 从 UV 到 HH” 的 开 子 集 o(C) 上 的 同 胚 映射 . 

M 的 两 个 坐标 卡 (U, wp) 和 (〖W) 是 Cr(r > 1) 相 容 的 , 如 果 UN 站 VV = % 或 当 
UNV 关 8 时 , 坐标 变换 


wop :poUNV) > UNV) 和 po :WO 一 en DN) 


都 是 Cr 映射 . 
注意 的 是 , p(U 门 VV)( 及 vy(UNMV)) 是 Hm 中 的 开 集 , 并 不 一 定 是 R™ 中 的 开 集 . 
映射 
yop :vp(U NV oR” 
是 C7 映射 理解 为 存在 Rm 中 开 集 G 2 pgp(UN 人 nV), 使 得 罗 oe por-l 可 扩充 定义 在 G 
上 , 并 且 扩充 后 的 映射 是 从 G 到 R™ 的 Cr 映射 . 
M 上 的 微分 结构 可 参照 定义 1.1.3 写 出 , 不 再 更 述 . 
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点 pe M 称 为 带 边 流 形 M 的 一 个 边界 点 , 如 果 存 在 坐标 卡 (U, yp), 使 得 pe U 
并 且 yp(p) € {(zil…… ,zm) € H™T|zm = 0} ( 见 图 1.4). 


一 一 7777 四 
1// /¥(U) 


p(p) R™™" 


图 1.4 


M 的 全 体 边界 点 的 集合 称 为 M 的 边界 , 记 为 9M. 8M 是 完全 确定 的 , 因为 
Rm 中 的 一 个 开 集 在 它 到 Rm 中 的 一 同 胚 下 的 像 必定 是 开 集 (依据 Brouwer 区 域 不 
变性 定理 ). 如 果 0M 六 儿 , 那么 6M 是 一 个 m 一 1 维 无 边 流 形 . 

最 后 简 述 微分 流 形 发 展 史 中 的 一 个 经 典 问题 ， 是否 每 一 个 拓扑 流 形 都 可 赋予 
微分 结构 ? 再 有 , 如 果 一 个 拓扑 流 形 具有 微分 结构 , 是 否 唯 一 ? 对 于 这 样 的 经 典 难 
题 , M. Kervaire 于 1960 年 证 明了 有 这 样 的 拓扑 流 形 , 它 根本 没有 微分 结构 ( 见 文 
献 加). 而 J. W. Milnor 于 1956 年 发 表 的 论文 给 出 了 一 个 与 7 维 标准 球面 57 同 胚 
但 不 微分 同 胚 的 微分 流 形 , 人 们 称 之 为 Milnor 怪 球 ( 见 文献 (四 ). 进而 , Kervaire 和 
Milnor 于 1962 年 证 明了 在 S7 上 共有 28 种 不 微分 同 胚 的 微分 结构 ( 见 文献 [6]). 


1.2 单位 分 解 


在 流 形 研究 中 有 一 种 常用 的 手法 是 先 局 部 后 整体 , 这 就 是 通过 局 部 分 析 构 作 具 
有 某 种 性 质 的 函数 (映射 ) 或 结构 , 然后 再 拼接 成 一 整体 函数 (映射 ) 或 整体 结构 . 
或 者 反 过 来 , 把 整体 结构 表示 成 局 部 结构 的 局 部 有 限 和 . 不 论 哪 一 种 情形 , 单位 分 
解 都 是 一 个 极为 有 用 的 工具 . 借助 于 单位 分 解 可 证 明 一 系列 存在 性 定理 , 例如 讨论 
微分 流 形 上 黎 曼 度量 的 存在 性 、 流 形 上 积分 的 建立 、Stokes 定理 的 严格 证 明 等 都 需 
要 用 到 它 . 

仿 紧 性 蕴涵 着 单位 分 解 的 存在 性 . 本 节 在 引入 仿 紧 性 概念 后 , 将 证 明 满足 第 二 
可 数 性 公理 的 流 形 必 为 仿 紧 的 , 然后 导出 单位 分 解 的 存在 性 . 

定义 1.2.1 设 X 是 一 个 拓扑 空间 . X 的 两 个 覆盖 Y 和 WW 如 果 满 足下 列 条 
件 : 对 每 一 个 V e y, 存在 W e W 使 得 Vc W, 那么 称 y 是 W 的 一 个 加 细 , 记 
作 y<Ww. 

给 定 X 的 子 集 族 .4 = {A。}. 如 果 对 每 一 pe X, 存在 点 p 的 开 邻 域 U, 使 得 
U 门 4。 关 5 仅 对 有 限 多 个 a 成立, 即 7 仅 与 4 中 有 限 个 成 员 的 交 非 空 , 我 们 说 
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A 是 局 部 有 限 的 . 

如 果 拓 扑 空 间 X 的 每 个 开 履 盖 U 都 有 一 个 加 细 的 局 部 有 限 的 开 履 盖 VY, 则 XX 
称 为 仿 紧 空间 . 

点 集 拓扑 学 中 有 一 个 定理 是 说 : 若 拓扑 空间 X 是 局 部 紧 致 并 且 具 有 可 数 拓扑 
基 的 Hausdorff 空间 , 则 X 是 仿 紧 的 . 下 面 就 微分 流 形 来 讨论 . 

命题 1.2.1 设 M 是 一 个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 微分 流 形 , 则 对 M 的 任意 
一 个 开 和 覆盖 Q, 存在 M 的 可 数 个 局 部 坐标 卡 (DU, wp;) 和 开 集 VW, Wi, 使 得 


Wi C Vi C Li $= 1,2,.…,， 


并 且 满 足下 列 条 件 : 

(i) UL = {Uilie N} 是 局 部 有 限 族 , 且 WU < 2， 

(ii) pi(Ui) = Bo(3), pi(Vi) = Bo(2), pi(Wi) = Bo(1),i = 1,2,.…, 

(ii) W = {Wi} 覆盖 M. 

证 阴 ”在 命题 1.1.1(i 中 证 明 M 可 以 表 为 可 数 个 紧 致 子 集 的 并 时 , 我 们 得 到 
了 一 个 开 集 序列 {Gi :k= 1,2,…}, 满足 下 列 条 件 : 

(1) Gn 是 紧 致 的 , = 1 2,……， 

(2) Gk C Gp+1,k = 1,2,.…-, 

(3) U Gk = U Gr = AM. 

k=1 k=1 

再 约定 Go = G_1 = 8. 显然 , Gh 一 Gk-_1 是 紧 致 的 , G+1 一 Gk-2 是 开 集 , Gi 一 
Gk-1 C Gg+1 一 Gn-2, 并 且 U (Gk — Gk-1) = M. 


对 任意 pe Gk 一 Gk_1, 存在 8Q € Q 使 得 pe Q, 因而 存在 M 的 局 部 坐标 卡 
(UD, wp) 满足 

(1)pEeUC (Gkti— Gx-2)®, 

(2) Lp) = 0, p(U) = Bo(3)， 
令 V=w-1(Bo(2)), W = p71(Bo(1)). 

由 于 Gx - Gk-1 是 紧 致 的 ， 故 存在 有 限 个 点 p(x1),… ,ptri.)， 使 得 对 应 的 
Wh,1)，… Tea) 覆盖 Gk 一 Gr-1. 令 


L = {Un},Y 一 {Vera)}, WwW 一 {Wx,;)}, j=1,. ,ik, k=1,2,..., 


结论 (ij), (ii) 显然 满足 , 并 且 是 Q 的 加 细 , 下 面 说 明 WU 是 局 部 有 限 的 . 任 取 点 
pe M, 可 假定 pe G1. 因为 


G1 {| Ux,;) = %, 对 k 宛 1 十 2,1 jik 
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均 成 立 , 所 以 点 p 的 开 邻 域 Gi 仅 与 4 中 有 限 个 成 员 相 交 . 于 是 结论 (i) 亦 真 , 命 
题 得 证 . 

推论 1.2.1 满足 第 二 可 数 性 公理 的 微分 流 形 是 仿 肾 的 . 

下 面 讨论 流 形 上 的 单位 分 解 . 设 入 : M 一 及 为 Ce 函数 , 记 


SuppA=A-1(R— {0})= {p€ MIA(p) #0}, 


并 把 它 叫 做 函数 入 的 支 集 . 

定义 1.2.2 设 {N:M 一 Rie 刀 是 流 形 M 上 的 一 族 Ce。 函数 (I 为 指标 
集 ). 如 果 它 满足 

(i) {Supp 和 ili e 1} 是 局 部 有 限 的 ， 

i€ETI 

{Ai Ee 为 M 上 的 一 个 单位 分 解 . 此 外 ， 

(ii) 车 对 M 的 开 覆 盖 U, 有 {Supp 和 li e 1} < U, 则 称 {和 ili e T} 为 从 属于 覆 
盖 2 的 单位 分 解 . 


本 1/2 
引 理 1.2.1 对 z= (x1,:… ,rm) € R™, 记 ||z|| = (2a , 则 存在 Co 
i=1 


函数 和 : Rm 一 了 合 于 下 列 要 求 : 当 ||zj| < 1 时 , &(z) = 1; 当 1 < zll < 2 时 ， 
0 < é&(z) <1; 当 zll >2 时 , é(z)=0. 
证 了 明 设 和 :RR 一 及 定义 为 


则 


其 中 已， (2) 是 关于 的 2n 次 多 项 式 , 因此 和 为 Cw 函数 令 6 :及 一 及 定义 
” A(4 —t2) 
WT XN) 
不 难看 出 , 对 任意 + e R, 上 式 右 端的 分 母 恒 为 正 , 因此 ¢ 也 是 C% 函数 , 并 且 当 
<1 时 , C(t)=1; 当 1< 上 <2 时 ,0<cC(t)<1; 当 则 >2 时 ,4() =0. 然后 定 
义 上 :了 7m 一 下 为 
é(z) = (zl)， 
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则 & 就 是 所 求 的 Ce 函数 . 

引 理 1.2.2 ” 设 流 形 M 满足 第 二 可 数 性 公理 ,，(U, yp) 是 围绕 点 pe M 的 局 
部 坐标 卡 , V, W 为 M 中 开 集 ,满足 peWcWcVcVcU 并 有 y(p) = 
0, p(W) = Bo(1), p(V) = Bo(2), p(V) = Bo(3), 则 存在 Ce 函数 有 : M 一 恨 合 于 下 
列 条 件 : 当 g ee W 时 , n(gq)=1; 当 geEV- 玉 时 ,0<n(q)<1; 当 qe M 一 V 时， 
7(q) = 0. 

证 阴 提 要 令 n:MM 一 RR 定义 为 


,二 | é(p(q9)), qed, 
0, qgEM—U, 


其 中 上 如 引 理 1.2.1 中 所 述 . 
定理 1.2.1 (单位 分 解 的 存在 性 )” 设 M 是 满足 第 二 可 数 性 公理 的 微分 流 形 ， 
@ 为 M 的 任意 开 履 盖 , 那么 存在 一 个 从 属于 @ 的 可 数 单位 分 解 {和 Aili e N}, 而 且 
对 每 个 i, Supp 和 i 都 是 紧 致 的 . 
证 明 ”由 命题 1.2.1, 存在 M 的 可 数 个 局 部 坐标 卡 (Ui, ypi) 和 开 集 Vi, Wi， 
使 得 
pi(Ui) = Bo(3), pi(Vi) = Bo(2), pi(Wi) = Bo(l), i =]2 


并 且 局 部 有 限 族 WU = {Ui} 是 Q 的 加 细 , W = {Wi} 覆盖 M. 
对 Wi C Vic Ui, 依 引 理 1.2.2, 存在 Cee 函数 说: M 一 民 满足 如 下 条 件 : 当 
q € Wi 时 , mi(q) = 1; 当 g eV Wi 时 ,0<ni(g) <1; 当 ge MV ,nm(g)=0. 
因为 是 局 部 有 限 的 , 因此 对 任意 pe M 必 有 点 p 的 开 邻 域 X,, 使 得 除 有 限 


个 Ui 外 , mx = 0, 于 是 》、n 在 局 部 是 一 有 限 和 , 这 说 明 》 ~n; 是 M 上 的 Ce 


所 所 
函数 ,并且 对 每 一 ge M, ywi(g) < +oo. 而 W 是 M 的 覆盖 , 故 》`wm(g) > 1 我 
们 定义 和 一 
Ai 一 nf > 
7 一 1 
显然 , 当 g € Vi 时, Xi(q) > 0; 当 aeM- 太 时 ,Xi(q)=0. 又 
SuppX CViCU;, i=1,2,.…, 


从 而 Supp 和 ; 是 紧 致 的 , 并 且 {Supp 科 } < UL <.Q, {Aili e N} 为 从 属于 8 的 单位 
分 解 . 
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推论 1.2.2 “” 设 流 形 M 满足 第 二 可 数 性 公理 , F 为 M 的 非 空 闭 子 集 , G 为 
MM 的 开 集 且 Fc G, 则 存在 Cee 函数 5 : M 一 RR, 使 得 


Fc{peMln(p)=1} Cc Suppu CG. 


若 F 是 紧 致 子 集 , 则 Suppy 也 是 紧 致 子 集 . 
证 明 令 瑟 = Mf, 则 8= 1{G,H} 是 M 的 开 覆盖 . 依 定理 1.2.1, 存在 从 
属于 @ 的 单位 分 解 {Aili Ee N}. 令 


H 二 >》 Ai 
SuppAiCG 
易 见 
Fc{peéeMln(p)=1} Cc Suppu CG. 


若 FF 是 紧 致 子 集 , 不 难 推出 存在 M 的 开 集 O, 使 得 O 是 紧 致 的 , 并 且 FF c 
OCOCG. 对 于 FF 和 0O, 利用 上 面 的 结果 , 可 以 得 到 C” 函数 jw : M 一 民 , 满足 
下 列 条 件 

FC {pe Mlpo(p)=1}C Suppko CO. 


而 O 是 紧 致 的 , 故 Supppo 也 是 紧 致 的 . 
从 现在 开始 , 本 书 所 述 的 微分 流 形 皆 满足 第 二 可 数 性 公理 . 


1.3 切 空 间 、 切 映射 及 其 对 偶 


1.3.1 切 空 间 与 切 映射 


欧 氏 空间 Rm 中 点 p 处 的 向 量 v = (v1,… ,vm) 可 看 作 是 一 种 运算 , 它 作 用 于 
定义 在 点 p 的 邻 域 上 的 可 微 函 数 . 设 函数 f 在 点 p 的 邻 域 上 可 微 , 则 v 作用 于 f 


得 实数 (月 =n 5 二 | +…+wm 二 | ， 即 了 沿 方向 ， 的 方向 导数 . 该 运算 具有 
下 列 两 个 性 质 ， 


(i) vAf +TAHA9) = Mw(f) + pv(9); 

(iD v(f +9) = f(p)v(9) + g(p)v(f), 
其 中 f 和 yg 在 点 p 的 邻 域 上 可 微 , 和 与 j 为 实数 . 性 质 (i) 说 明 v 线性 地 作用 在 
可 微 函 数 上 , 性 质 (ii) 说 明 v 作为 求 导 算 子 满足 莱 布 尼 效 法 则 . 此 外 , 向 量 v 被 它 
在 点 p 附近 定义 的 所 有 可 微 函 数 上 的 值 所 确定 . 我 们 将 利用 这 些 性 质 来 定义 流 形 
上 的 切 向 量 . 由 于 求 导 这 一 运算 仅 涉 及 函数 的 局 部 性 质 , 首先 我 们 引入 函数 芽 的 概 
念 . 为 简单 起 见 , 就 光滑 情形 讨论 . 
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定义 1.3.1 设 M 为 m 维 光 滑 流 形 , UV 和 V 为 点 pe M 的 两 个 开 邻 域 . 
Cee 函数 Ga:05 一 及 和 8:Y 一 了 在 点 p 具有 相同 的 芽 是 指 存在 点 p 的 开 邻 域 
W cUNV, 使 得 &lw = Blw. 以 & (或 8) 为 代表 的 等 价 类 记 为 a: (M,p) 一 RR， 
称 为 Ce 函数 芽 . 

将 Cee 函数 在 点 pe M 处 的 芽 组 成 之 集 记 为 e(M,p) 或 简 记 为 e(p). 在 <(p) 
中 可 引入 加 法 、 纯 量 乘法 及 乘法 运算 , 事实 上 可 通过 函数 芽 的 代表 的 相应 运算 来 定 
义 , 并 且 容 易 验证 e(p) 对 于 加 法 与 乘法 做 成 一 个 具有 单位 元 的 交换 环 , 实际 上 它 还 
是 一 个 实 代 数 . jp = {a € e(p)|a(p) = 0} 是 环 e(p) 中 唯一 的 极 大 理想 . 

定义 1.3.2 设 M 和 六 为 Ce 流 形 ,p e M. Co 映射 芽 站 : (M,p) 一 入 指 的 
是 Coee 映射 f :U 一 NN 的 一 个 等 价 类 , 这 里 D 为 点 p 在 M 中 的 开 邻 域 . 等 价 关 
系 “~” 规 定 如 下 : (f :U 一 N) ~ (95:V 一 N) 当 且 仅 当 存 在 点 pz 在 M 中 的 开 邻 
域 Wc UV, 使 得 flw = glw, 等 价 类 f 所 含 的 任意 成 员 岂 做 了 的 代表 . 

有 关上 映射 的 许多 标准 概念 可 以 用 明显 的 方式 延伸 到 映射 芽 . 例如 映射 车  : 
(M,p) 一 (N,g)( 这 里 g = f(p)) 与 g : (N,g) 一 (L,7) 可 以 复合 成 映射 芽 go 
(Mp) 一 (Lr). 设 折 :0 一 和 N,5:V 一 工分 别 为 和 g 的 代表 , 则 下， ,yy、 
也 是 f 的 一 个 代表 , 通常 的 映射 复合 5o f : U 门 f-!(V) 一 工 便 是 gof 的 一 个 
代表 . 

定义 1.3.3” 设 f:(M,p) 一 (N,g) 为 Co 映射 芽 . 定义 f* :el(g) 一 el(p) 为 


广 (al) = Qaof， 对 每 一 a ee(g)， 


易 见 f* 是 一 个 环 同 态 , 实际 上 它 还 是 一 个 代数 同 态 . f* 具有 下 列 函 子 性 质 : 
(i) 若 f: (M,p) 一 (N,q) 和 9g:(N,g) 一 (L,7) 为 C” 映射 芽 , 则 


(goj) = 广 o9 


(这 车 id : (M,p) 一 (1M,p) 为 恒 同 映射 芽 , 则 id* : e(p) 一 s(p) 为 恒 同 同 态 . 
定义 1.3.4 “Ce 流 形 M 在 点 pe M 处 的 一 个 切 向 量 X 是 实 代 数 e(p) 的 一 
个 线性 求 导 算 子 , 即 X : e(p) 一 R 满足 如 下 条 件 : 对 任意 a,B e e(p), 和 ,4.€ RR， 
(i) X(Ma + 18) = AX(a) + 1X(8), 
(ii) X(a: 8)= a(p)X(B) + PB(p)X (a). 
将 M 在 点 p 处 的 切 向 量 所 成 之 集 记 为 T,M, 称 为 M 在 点 p 处 的 切 空间 . 
设 X,Y € T,M, 和 eR, 规定 


(X+Y)(o) = X(0) +Y(a), (MX)(a) = A.X(o), 


其 中 a e e(p). 容易 验证 和 +Y 和 和 X 均 为 点 p 处 的 切 癌 量 , 并 且 T,M 是 实 癌 量 
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空间 . 因此 流 形 M 在 点 p 处 的 切 空间 可 定义 为 e(p) 的 线性 求 导 算 子 组 成 的 实 回 
量 空间 . 

例 1 设 c 为 常 值 函数 芽 , 取 值 为 c, 则 对 任意 XeTAM, 有 X(c) = 0. 

事实 上 , X(1) = X(1:1) = 1:X(1) 十 1:X(1) = 2X(1), 于 是 X(1) = 0 并且 
X(c)=cX(1)=0. 

定义 1.3.5 ” 设 f:(M,p) 一 (N,g) 为 C™ 映射 芽 , f 在 点 p 处 的 切 映射 (或 
微分 )(df)p : TpM 一 ToN 定义 为 


(df),(X) = 针 of*， 对 每 一 XeT,M. 


易 见 ,对 每 一 X € T,M, 铸 of* e TN, 并 且 (df)。 是 线性 映射 又 对 任意 

a Ee(q), 有 
(df)p(X)(a) = Xof’(a) = 和 (ao 用 (1) 

切 映 射 具 有 下 列 基本 性 质 . 

命题 1.3.1 (i) 链 法 则 设 f:(M,p) 一 (N,q) 与 g:(N,g) 一 (LL,7) 为 0% 
映射 芽 , 则 (d(g o f))p = (dg)a o (df)y. 

(ii) 设 id : (M,p) 一 (M,p) 为 恒 同 映射 芽 , 则 (d(id))。 为 T,M 上 的 恒 同 映射 ， 
即 (d(id))y = idr,m: 

证 明 留 作 练 习 . 

由 命题 1.3.1 可 知 , 车 f : (M,p) 一 (N,gq) 为 Cee 微分 同 胚芽 , 则 (df), 为 
同 构 . 特别 , 当 h : (M,p) 一 (R™,0) 为 Cee 坐标 卡 芽 因而 是 Ce 微分 同 胚芽 时 ， 
(dh), : T,M 一 ToR™ 是 向 量 空间 之 间 的 同 构 , 从 而 研究 T,M 只 和 需 研究 TOR™. 

引 理 1.3.1 ” 设 U 为 Rm 中 包含 原点 的 凸 邻 域 , r1,… ,rm 为 坐标 函数 .者 
Qa:U 一 及 为 C” 函数 , 则 存在 m 个 Ce 函数 a; :U 一 以, 使 得 


Qa(7) = a(0)+ > ,riai(r), Qi(0) = 5 (0) 
1 一 1 。 


证 明 ”由 立 的 凸 性 知 , 连接 点 0 与 点 7 = (r1,… ,rm) e U 的 直线 段位 于 U 
中 . 据 微 积 分 学 中 的 牛顿 - 莱 布 尼 效 公式 , 有 


1 d 1 Da 
ar) 一 a(0) = / gr otr)dt = Dr : 人 Br (tdt. 
1 
令 oi(r) = / 3 (er)dt, 则 a 是 0 函数 ,ai(0) = (0),i = 1,.…,m, 并 且 


a(7) = a(0)+ Driai(r). 


?一 工 
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定理 1.3.1 令 em 为 Rm 上 的 Cee 函数 在 点 0 处 的 芽 组 成 之 环 , 则 , 
2 10 
= Ra Se (0) (i = 1,… ,m) 为 实 向 量 空间 ThRm 的 一 组 基 . 


证 明 ” 易 见 二 (i 二 1,.… ,m) 为 em 的 线性 求 导 算 子 . 为 证 它们 组 成 TRm 
ilo 
的 基 , 首先 证 明 它们 是 线性 无 关 的 . 设 


2 


2 二 1] 
将 它 作 用 于 坐标 函数 芽 7;, 得 
一 Or; 
Xi 二 
3 Or; 
其 次 证 明 任意 一 个 Xe ToRm 均 可 由 诸 | 线性 表示 ， 设 X(r;) = jili = 
1,.…. ,m), 则 " 


=0, Ai€R, 
0 


0 
Or; 


=N;=0,， j=1,.…,m. 
0 


一 0 
Y=X— Dh Or 
也 是 线性 求 导 算 子 且 Y(7;) = 0. 任 取 a e em, 据 引 理 1.3.1, 有 
ca = a(0)+ Snes Qi € Em, 
i=1 


因而 


Y(a) =Y(a(0))+ >》Y(riai) =0+ > Y(ri)as(0) + >_ri(0)Y (oi) =0, 
?一 | 2 一 ] ?一 | 


ilo 
由 该 定理 立即 导出 m 维 Ce 流 形 在 任意 点 pe M 处 的 切 空 间 T,M 是 一 个 
m 维 实 同 量 空间 . 
定义 1.3.6 ” 设 (U,y) 是 m 维 C™” 流 形 M 的 一 个 局 部 坐标 卡 , 坐标 函数 为 
T1)… ;Tm 这 里 zi =miooi=1 mm 又 p EU. 对 每 一 i = 1,…,m, 定义 切 


向 量 让 | ET,M 如 下 : 任 取 a ee(o), 令 


0 O(aop) 
(起 ) (0) = Or; 


于 是 X=》 内 . 
i 二 1] 


p(n) 
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参见 图 1.5. 


1.5 
命题 1.3.2 ” (i) 设 M 是 m 维 微分 流 形 , {x1,… ,zm} 是 围绕 点 pe M 的 局 
部 坐标 系 , 则 | 二 :1 一 1 ... | 组 成 切 空间 T,M 的 基 . 并 且 若 多 eT,M, 则 


X= 2_X(n) 了 (2) 
1 一 1 2 
(ii) 设 (U,p) 和 (U',y') 为 含 点 p E M 的 两 个 局 部 坐标 卡 , 坐标 函数 分 别 为 
TZ1,……， ,Tm 和 Ti ,7 ) 则 
0 Wh Oz; 0 
Oz; | 4 0x; Ozi|, 


6 设 M,N 为 Cee 流 形 , 维 数 分 别 为 m 和 n, f:M NN 为 Cw 映射 . 车 
(Up;zi) 和 (多 内力) 分 别 为 含 点 pe M 和 点 gq = f(p) e N 的 局 部 坐标 系 , 则 


0 _ CO(yo7) 0 
an( 吉 中- OT oy, 


矩阵 Df = € Hl) 称 为 f 的 Jacobi 矩阵 


证 了 明 (i) 以 点 p 为 中 心 的 局 部 坐标 系 记 为 {U, yp; 71,… ,zm}, 此 时 yp(p) = 0. 
任 取 a e el(p), 由 引 理 1.3.1 知 , 4 = ao wp-! 可 表 为 


了 


0 一 &(0) 十 DriG, Qi E Em, Gi(0) 二 Se(0), 
i=1 " 
因而 
一 0 
oa= oD) + ro oeelp), olp)= 天 四 


i 二 1 


任 取 X eT,M, 我 们 有 
X(a)=X 区 十 > = >》 (X(zi) -ai(D) + Ti(p)X (Qi)) 
i=1 i=1 
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= Xe | (0) 
i=1 ‘lp 


从 而 


0 
XX = 2 Xl 天 | ， 


DZ 


es。 , 


这 说 明 T,M 中 的 每 一 成 员 均 可 用 {站 


0 
明 | Oz; 
的 基 . 


(i) 设 zi =Tiog,z’ =7709 ij 二 1,…,m. 任 取 a € el(p)， 


| 线性 表示 . 其 次 不 难 证 


了 


| 组 成 T,M 
p 


:1=1,... | 是 线性 无 关 的 ， tt { 


0 
Oz; 


0 (a) = O(a op ) _ O(aop ')o (pop™ )) 
Ox. Or. Or. 
ij|p 3 2'(p) JP) 
-Sop )| .dlriog)ow) 
< Or; Or. 
i=1 p(p) 7 2'(p) 


所 以 


9 om. 0 
p 1 一 ] DT OT; 


(六 ) 留 给 读者 练习 . 

上 述 诸 概念 (包括 切 向 量 、 切 空 间 及 切 映射 ) 正如 文献 [7] 所 指出 的 , 它们 是 按 
照 代数 学 家 的 观点 来 定义 的 , 优点 是 便于 应 用 , 但 颇 为 抽象 . 为 帮助 读者 直观 理解 
这 些 概念 的 几何 意义 , 下 面 介绍 几何 学 家 的 定义 . 

光滑 流 形 M 上 的 一 条 经 过 点 p 的 光滑 曲线 w 指 的 是 Co 映射 w: (-6,6) 一 M 
并 且 w(0) = p. w 也 叫做 M 上 经 过 点 p 的 一 条 光滑 道路 . 令 Wi 为 M 上 过 点 p 
的 光滑 道路 芽 所 成 之 集 ， 


Wp = {w: (R,0) 一 (MP) 为 C™ 映射 芽 }. 
在 W 中 引入 等 价 关 系 “~” 如 下 : 设 w,v € W, 则 


,Va€ el(p). 


dt t=0 


wv 人 (eo) = 4A(gow) 
:0 dt 
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以 w 为 代表 的 等 价 类 [wl] 叫做 M 在 点 p 的 一 个 切 向 量 . 因此 两 条 光滑 曲线 在 皮 p 
处 的 芽 定 义 相 同 的 切 向 量 当 且 仅 当 任意 Cee 函数 在 点 p 处 沿 这 两 条 曲线 的 变化 率 
相等 (图 1.6). 


图 1.6 


记 W/ ~= T,(M)a, 它 是 光滑 流 形 M 在 点 p 处 的 切 空间 的 几何 学 家 定义 . 下 
面 证 明 : ZT,(M)e 对 TM. 为 此 构 作 映射 (MM)a 一 TM, 将 [w]e T,(M)e 对 应 
于 Xu eTpM, 其 中 Xi 定义 为 


Xa) = SG ow)(0), Va e el(p). 
该 映射 显然 是 单 射 , 下 面 说 明 它 还 是 满 射 。 选 取 局 部 坐标 系 (U, wp; zi)， 若 X= 
yw 二 ， 令 ulb = p-!(ant,… ,amt) 便 可 . 由 于 TpM 具有 m 维 实 向 量 空间 结 
i=1 ? 


构 , 因而 可 赋予 T,(M)e 以 向 量 空 间 结 构 , 使 得 T,(M)G 与 TM 同 构 . 
现在 来 看 切 映 射 . 设 f : (M,p) 一 (N,g) 为 Coee 映射 芽 , 则 它 诱导 出 映射 


Tp(AM)e = To(N)e, lw) [f ow), 


如 图 1.7 所 示 . 


图 1.7 
该 映射 可 视 为 切 映 射 , 因为 它 与 前 面 所 定义 的 切 映 射 一 致 . 事实 上 ， 


Xsou(0) = F(a of ow)(0) = Xula of) = (df)p(Xw)(o), Va e elg) 
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1.3.2 ” 余 切 空间 与 余 切 映 射 
考察 光滑 流 形 M 上 的 光滑 函数 f : M 一 RR 的 微分 ， 对 于 X e TM， 
(df)p(X) e Tic)R. 因为 六 wm) 有 是 实 1 维 的 , 故 (df)s(X) = 5 对 某 一 和 & RR， 


其 中 7 为 及 中 的 坐标 函数 .为 确定 和 只 需 计算 (df)p(X) 在 坐标 函数 + 上 所 取 


之 什 
= 2) = NC) = Xr of) = x0) 


因此 (df)s(X) =X(f) 志 . 而 Ty(yR 自然 同 构 于 及 , 这 可 通过 同 构 和 全 和 来 实现 
将 这 两 个 空间 等 同 , 则 (df), : TpM 一 RR 是 T,M 上 的 线性 函数 , 即 (df), € T*M 
这 里 T+M 表示 切 空 间 TM 的 对 偶 空 间 . T*M 称 为 流 形 M 在 点 p 处 的 余 切 空间 . 

令 (U, 9) 为 围绕 点 pe M 的 局 部 坐标 卡 , 则 坐标 函数 zx; = riop (i = 1,...,m) 


的 微分 (dzi)p < T+M 且 {(dzxi)p :i= 1,… ,m} 是 对 偶 于 {总 :1 = 1,.…: | 
的 基 (为 简便 起 见 , 以 下 将 下 标 p 省 去 ). 事实 上 , 我 们 有 


0O\ Bz; 1，i=) 
az ( 吉 ) -如 = 的 = 
\ 0 Ti 0， 1 天， 


而 切 向 量 Xe TM 可 表示 为 
人 一 > Qi 一 X (Ti), ? 一 1,... ,1, 
故 mm 
100 = X(N) = Da, -3 di(X) 
并 且 


df = Ea Be de 


当 M = 了 Rm 时 , 这 就 是 多 元 函数 的 微分 公式 . 现 将 上 述 结 采 整理 为 

命题 1.3.3 设 M 为 m 维 C™ 流 形 , {z1,… ,zm} 为 围绕 点 pe M 的 局 部 
坐标 系 , 则 {(dzi)p : i = 1,… ,m} 是 余 切 空间 TYM 的 基 , 且 dim TYM = m. 对 于 
定义 在 点 p 的 邻 域 上 的 Ce 函数 f, (df)p e T*M 可 表示 为 


(dD = DB pdr). 
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Cee 流 形 M 与 N 之 间 的 Coe 映射 下 :M 一 和 在 点 peM 的 微分 dF : 
7TpM 一 TrmN 是 一 个 线性 映射 , 它 的 对 偶 映 射 


EF™: TrpipN TM 

称 为 余 切 映射 或 拉 回 映射 , 定义 为 
FY(w)(X) = w(dF(X)), 
其 中 w E TV EM 
特别 地 , 取 w = df, 其 中 f :NN 一 民 为 C” 函数 , 则 
F*(df)(X)= df(dF(X))=d(f oF)X, XE€1»M, 

因而 

F*(df) = d(f oF). 


余 切 映射 也 有 相应 的 链 法 则 . 设 下 : M 一 N,G :NWN 一 工 均 为 C% 映射 . 对 于 
pEéEM, 记 Fl(p) = gq,G(g)=7, 则 


切 映 射 dF 与 余 切 映射 F* 有 如 下 关系 : 若 dF 是 单 射 , 则 F* 是 满 射 ; 车 dF 是 满 
射 , 则 F* 为 单 射 . 

下 面 讨 论 余 切 映 射 在 局 部 坐标 系 下 的 表示 .， 设 Ff:M 一 N 为 C” 映射 
{Zz1,… ,Tm} 和 {w1,… ,ym} 分 别 为 围绕 点 pe M 和 点 gq = F(p) eE N 的 局 部 坐标 
系 . 下 的 局 部 坐标 表示 设 为 


y1 二 V1(0Z1， 机 , Tm)) 


yn 一 yn (Z1， , Tm ), 
则 对 于 XX € T,M， 
一 0 
HaFCO = DX(wo) 部 | 
7 一 
其 Jacobi 所 了 人 阵 
Oxi Oxm 
DF' = 
Oyn, Oyn 


Br "7 Br 
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今 设 w = Sdy, ETN, F*(w) = Sdz, e T*M, 则 


J7=1 i 二 1 


Fw)=F" E)- Dwr (dy 让 = Yund (y; o 五 ) 


7=1 7=1 


m 
-二 Be (Wo Pd 


因此 
ul cu Oyn V1 
OZ1 DZ1 
Oy1 Oyn 
Um Orm Ozrm Un 


其 中 变换 矩阵 简 记 为 AF, 易 见 DF 与 AF 互 为 转 置 矩 阵 , 并 且 上 面 的 结果 可 以 


写成 
F*(w) = 2 (ar 的 ) dzi. 


i 二 1] 


1.4 局 部 分 析 中 的 几 个 基础 结果 


1.4.1 反 孙 数 定理 与 隐 函 数 定理 


给 定 光滑 流 形 之 间 的 光滑 映射 已: M 一 N, 则 对 任意 点 pe M, 有 切 映 射 
(dm : TM TroyN 我 们 感 兴趣 的 是 : 切 映射 (dF)。 的 性 质 是 否 可 决定 映射 F 
在 点 p 的 邻 域内 的 性 质 ? 一 个 经 典 的 结果 是 微 积 分 学 中 熟知 的 反 函 数 定理 . 

定理 1.4.1 设 U 为 Rm 中 开 集 ,下 = (五 ,… ,Fmn) :UVU 一 Rm 为 C” 映射 
其 中 :UV 一 民 为 下 的 第 i 个 分 量 函 数 ,i = 1,… ,m. 如 果 在 点 zo EU 处 , 映射 
F 的 Jacobi 行列 式 

det ( 营 ) 0, (1) 


则 存在 点 zo 在 Rm 中 的 开 邻 域 VC U, 使 得 Fly : Y -，F(V) 为 双 射 ， 其 中 
V' = F(V) 为 点 F(zo) 在 Rm 中 的 开 邻 域 , 并 且 (Flv)-1: 一 V 为 光滑 映射 
条 件 (1) 说 明 线 性 映射 


(dF)so : TsoU — Tp(so) R™ 
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是 同 构 , 因此 反 函 数 定理 告诉 我 们 : 如 果 下 ,在 某 点 的 切 映射 是 同 构 , 则 F 是 从 该 
点 的 一 个 开 邻 域 到 其 像 点 的 一 个 开 邻 域 上 的 微分 同 胚 . 本 定理 的 一 个 简洁 证 明 请 
见 文献 [3]. 利用 局 部 坐标 系 可 将 上 述 定 理 推 广 到 流 形 上 去 . 

定理 1.4.2 ( 反 函 数 定理 ) ” 设 M,N 为 光滑 流 形 , F : M 一 入 为 光滑 映射 . 如 
果 下 在 点 peM 微分 (dF)p :7TM 一 TF(p)N 是 同 构 , 则 存在 点 p 在 M 中 的 开 邻 
域 W, 使 得 Flw : W 一 F(W) 是 微分 同 胚 . 

证 明 ”由 线性 映射 (dP)， 为 同 构 知 , 流 形 M 和 N 具有 相同 的 维 数 , 设 为 m. 
选取 围绕 点 p 和 点 gq = F(p) e N 的 坐标 卡 (Zp) 和 (V, 久 ), 使 得 F(V)cV.F 在 
点 p 邻近 的 局 部 表示 F = WoFow-!. p(U) — vy(V) 是 Rm 中 开 集 之 间 的 光滑 
映射 , 并 且 F 在 点 p(p) 的 Jacobi 行列 式 不 为 零 . 据 定理 1.4.1, 存在 点 p(p) 的 开 
邻 域 UC yp(U), 使 得 下 > UV 一 F(UV) c yw(V) 是 微分 同 胚 . 令 W = yg-1(0), 则 
Flw =V-1oFoylw :W 一 F(W) 是 所 要 求 的 微分 同 胚 ( 见 图 1.8). 


图 1.8 


用 芽 的 语言 来 陈述 , 反 函 数 定理 可 表述 为 

定理 1.4.2' 一 个 光滑 映射 芽 是 微分 同 胚 芽 当 且 仪 当 它 的 微分 是 一 个 同 构 . 

从 反 函 数 定 理 可 推 得 隐 函 数 定理 . 首先 回忆 经 典 隐 函数 定理 的 陈述 . 

定理 1.4.3 设 U 是 Rm-"xR"* 中 的 开 集 ,f :7 一 Rn" 是 Coce 映射 将 
RR™-" x 了 ”上 点 的 坐标 记 为 (71,… ,rm_n, 51,.… ,sn)， 简 记 为 (r， s)， 假 设 在 点 
(ro, s0) EU 处 , f(ro, so) = 0, 并 且 和 矩阵 


人 NAN 0,50 
0s; 1<i,j&n 


是 非 退 化 的 , 那么 存在 ro 在 Rm-” 中 的 一 个 开 邻 域 V 和 so 在 R”* 中 的 一 个 开 
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邻 域 W, 使 得 V x W c U, 并 且 存 在 一 个 Cee 映射 g :Y 一 W 使 得 对 于 每 个 
(7,s) EV x W, fr,s)=0 当 且 仅 当 s = g(7). 

现 对 流 形 来 证 明 下 面 的 隐 函 数 定理 , 而 经 典 的 隐 函 数 定 理 则 是 它 的 一 种 局 部 
形式 . 
定理 1.4.4 ” 设 M,N 分 别 是 维 数 为 m 和 mw 的 光滑 流 形 , m > n.， 假设 
f:M 一 NN 为 C™% 映射 . 对 go ef(M), 记 


Mo= f° (go) = {p€ MIf(p) = qo}. 


假定 对 每 一 pe Mo, (df)p :TANM 一 Ty(pjN 皆 为 满 射 , 那么 Mo 是 M 的 一 个 维 数 
为 m 一 nn 的 正则 子 流 形 . 

证 明 ” 取 po € Mo, 选取 M 的 一 个 以 点 po 为 中 心 的 局 部 坐标 卡 (Uy ;zi1,…， 
zm) (因而 p(p0o) = 0) 和 NN 的 一 个 以 点 go 为 中 心 的 局 部 坐标 卡 (V, ;1,… ,Yn)， 
满足 f(U) Cc V. 据 假设 条 件 (df)。 是 满 射 , 所 以 n x m 和 矩阵 


的 秩 为 n. 不 妨 假定 这 个 矩阵 的 最 后 ” 列 是 线性 无 关 的 (否则 将 UV 上 的 坐标 函数 
重新 编号 ), 因而 该 矩阵 具有 下 列 形式 
(*|J), 
其 中 J 是 一 个 非 退 化 的 nxn 矩阵 . 令 h:U 一 民 "-" xV 定义 为 
h(p) = (x1(p),:… ,Tm-_n(p), f(p)),p € U, 


I 0 

* J 
其 中 了 是 (m 一 n) x (m 一 n) 单位 矩阵 , 从 而 (dh)p。 是 一 个 同 构 . 由 反 函 数 定理 , 存 
在 po 在 M 中 的 一 个 开 邻 域 Vo(c U) 使 得 由 om : Uo 一 h(UVo) 是 一 个 微分 同 胚 . 我 
们 可 以 假定 Rm-"* xV 中 的 开 集 PLDo) 形 如 Wo x WW, 其 中 0 € Wo, go e Wo, 因为 这 


种 开 集 组 成 Rm™-"xV 的 一 个 拓扑 基 (者 不 然 , 由 Wo x Vo C h(U0), 取 h-1(Wo x Wo) 
代替 Uo 即 可 ). 再 令 


hi Wo X Vo 下 Wo X ww(Vo), (w, v) PD (w, w(v)), 


显然 hi 是 微分 同 胚 , 于 是 微分 同 胚 h = hiohlo, :Uo Wo x yw(W) Cc R™"-"xR" 
使 得 


则 (dh)。 有 和 矩阵 


h(Uo () Mo) = hi(Wo x{qj)=Tox{0cRm ”xf{0l. 
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取 (Uo,h) 作为 围绕 点 po 的 局 部 坐标 卡 , 则 
h(Uo 门 Mo) = h(Uo) 门 (R™-" x {0}). 


由 于 po € Mo 是 任 取 的 , 依 定义 114 Mo 是 M 的 (m -nn) 维 正 则 子 流 形 
本 定理 提供 了 证 明 流 形 的 某 些 子 集 是 子 流 形 的 一 种 有 效 方法 
例 1 nn 维 球面 5* 曾 在 1.1 节 例 2 中 讨论 过 , 现 利用 定理 1.4.4 证 明 它 是 


n+l1 
R"+1 中 的 n 维 正则 子 流 形 . 设 f : R"+1 一 及 定义 为 f(ri,… ,rntHi) = 》 7 则 


+=1 
7 十 1] 


5" = 广 !(D), 我 们 只 需 验证 在 广 :(1) 的 每 个 点 处 df 头 0. 因 df = 2 》,ridri 而 
2 二 1 


{dr1,… ,drn+1} 线性 无 关 , 故 df 了 0 除非 对 所 有 i, 有 7; = 0. 特别 在 f-1(1) 上 ， 
df #0. 

例 2 将 nxn 实 对 称 和 矩阵 构成 的 空间 记 为 5, 它 是 一 个 流 形 , 因为 它 可 以 
自然 地 等 同 于 Ri"(%+D， 定 义 f : GL(n,R) 一 5 为 fc) = oot, 其 中 对 每 个 
0 € GL(n, 民 ),o!t 表 o 的 转 置 . 注意 f 是 光滑 的 , 因为 f(o) 的 每 个 元 素 是 o 的 元 素 
的 多 项 式 . 令 O(n) = f-!(e), 其 中 e 表示 n xm 单位 和 矩阵, 则 O(n) 作为 GL(n, RR) 


的 子 群 称 为 正 交 群 . 现在 证 明 O(n) 是 GL(n,R) 的 正则 子 流 形 , 维 数 是 n(n -- 1) 
为 此 需 证 明 : 对 于 每 个 o € O(n), (df)。 是 满 射 . 下 面 说 明 只 需 对 e e O(n) 证 明 
(df)。 是 满 射 就 足够 了 . 

设 ce O(n), 定义 R, : GL(n,RR) 一 GL(n, 民 ) 为 Ro(7) = To( 算 阵 乘法 ). 显 
然 R。 是 光滑 映射 , 并 且 它 的 逆 映 射 (Re)-1 = Ro。-: 也 是 光滑 上 映射, 因此 R。 是 
GEL, 有 R) 上 的 微分 同 胚 , 而 且 

f=foR。， 对 所 有 o € O(n) 

组 成 立 . 事实 上 , 对 任意 re GL(n, 及 )， 


foRu(r) = f(70)= (70)(70)’ = T7007T’ = 7eT’ =TT = f(7). 


从 而 (df)o 一 d(f 9 Ro,-i)lo 一 df|R__i(0) 9 dR,-ilo 一 df|。 2 dR,-1lo, (df)o 作 
为 两 个 满 射 的 复合 自然 是 满 射 , 余下 证 明 (dj)。 是 满 射 . 记 R" 上 的 坐标 函数 为 
Tij) 2) 7 一 1 A 由 于 


(ri of)(0) = Yrin(o)rjn(o), 1&igj&n, 
h=1 


因而 (df)。 的 矩阵 中 的 元 素 是 
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77L Oh)， 当 k=1i), 
mi 人 ah， 当 k 一 7 天 2， 
2ra(o)， 当 k=j=% 
0， 其 他 
其 中 1<k,l<n, 且 1<ig<j;<n. 特别, (df)。 的 矩阵 中 的 元 素 是 
1， 当 (k,l) = (i,)),i# 
2， 当 (k, 1) 一 (2,7),1 一 7; 
0， 其 他 


0 
Br (TY 9 | = 


0 
Br ("5 o a = 


其 中 1 < k,l < n,l1 < i < 7 <n, 因此 可 导出 (df)。 的 秩 为 mm 十 1), 这 表明 
(df)。 为 满 射 . 综 上 所 述 , 我 们 证 明了 O(n) 是 GL(n, RR) 的 正则 子 流 形 , 其 维 数 等 于 

1 1 
m2 一 an(n 十 1)= an(n — 1). 
1.4.2 ”铁定 理 

定义 1.4.1 ”光滑 映射 下 :M 一 N 在 点 pe 的 秩 (或 说 芽 F:(M,p) 一 和 
的 秩 ) 定义 为 微分 (dF)y : TpM 一 ToN 的 秩 , 记 为 RankpF. 

选取 M 和 NN 的 局 部 坐标 卡 (U, yp) 和 (V, 罗 ), 使 得 p EU,F(p)eV 且 F(U)c 
V. 将 局 部 表示 

F=yoFoyg!:y(U) — y(V) 


在 点 2(p) 的 微分 ( 即 Jacobi 和 矩阵) 的 秩 记 为 Rank(DF)yy,), 不 难看 出 
RankpF = Rank(DF),yy,. 


由 此 可 推出 : 当 RankpF = > 时 , 必 存 在 点 p 的 邻 域 W, 使 得 对 所 有 we W， 
RankwF > r, 这 说 明光 滑 映射 的 秩 是 下 半 连 续 函 数 . 特别 , 者 FF 在 点 p 的 某 一 邻 
域内 的 秩 为 常数 7, 我 们 称 芽 F : (M,p) 一 (N,F(p)) 具 常 秩 . 

定理 1.4.5” 设 下 : (M,p) 一 (N,gq) 是 具有 常 秩 r 的 光滑 映射 芽 , 则 存在 Ce 
微分 同 胚芽 p : (M,p) 一 (R™,0) 和 vw:(N,gq) 一 (及 "0)， 使 得 芽 


yoFoyp :(R™,0) 一 (R",0) 


可 表示 为 
(zl1,…. , Tm) > (Zz1,.…: , Tr, 0,... , 0). 
rad 


(n 一 ") 个 
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证 明 ” 依 上 面 所 述 , 不 妨 直 接 假设 : (R™,0) 一 (R",0). 选取 羽 的 一 个 代表 
F, 它 具有 常 秩 7, 因而 DF 有 一 个 > xr 子 矩 阵 在 原点 是 非 退 化 的 . 对 矩阵 作 初 等 
变换 , 相当 于 在 Rm 和 R* 上 分 别 作 非 退 化 线性 坐标 变换 (因而 是 局 部 微分 同 胚 )， 


可 以 假定 子 和 矩阵 
oF, 
医 oj 1 入 2 7 入 7 


是 非 退 化 的 , 因此 在 原点 的 某 一 邻 域 5 内 也 是 非 退 化 的 . 定义 $5:U 一 Rm 为 


OZ 7 Tm) = F(z), 下 (zz mh 


这 里 访 ,… ,五 为 F 的 前 "个 分 量 . 由 


oF, | 
7 
Oz i 
| 


一 一 一 一 一 人 2 一 一 一 一 


知 , 在 UV 上 ， 


[1 


det( DO) = det (中 天 0， 
DZ; 
1<1,7<r 


说 明 以 5 为 代表 的 映射 芽 p : (R™,0) 一 (Rm, 0) 是 一 个 微分 同 胚 芽 , 且 有 下 列 图 表 


(z, “""， Tn) 一 一 一 (CA “"")y F.(2)) 


(Rn, 0) 一 。 (R", 0) 


vv 
入、 /Are (Fi(2),:…, F(T), Trrly Tm) 
) 


| 
(R ,0 (2 r+ Zim) 


因而 G = Fop-! 可 表示 为 2 一 (z1 , Zm) (za , Zr, GTrAHI(2) ,Gn(z)), 并 


且 G 的 Jacobi 矩阵 
_ ; 0 
DG = |.…- 2 
水 1 A(z) jr 
其 中 


A482) = | 3 
人 Oz; rl1l<&i<n 


7 十 1 入 7 入 mm 


因为 在 0 e Rm 的 邻 域 5(U) 内 , Rank(G) = Rank(DG) = mw 所 以 在 该 邻 域内 , 矩阵 


1.4 局 部 分 析 中 的 几 个 基础 结果 


A(z) 必 为 零 矩 阵 , 于 是 


OGi; 
Oz; 和 


在 值 域 R" 中 施行 局 部 坐标 变换 , 令 区 : (R",0) 一 (R",0) 由 下 式 给 出 


0,，r 二 ll1<i<n,r+l<7)7<m. 


y1 yl 


Yr yr 
Yr+l1 Vr 十 1 — Gr+i(yi, ,Yr 0) , 0) 


yn Yn 一 Cn(01 ,Yr,0,..* ,0) 


Dy = , 


说 明 % 是 微分 同 胚芽 , 并 且 woG 可 表示 为 下 列 映射 的 复合 


1 ZI ZI 
Zr Zr Zr 
b> ~ b> ~ ~ 
Zr 十 1 Gr+l (z) Gr+i (z) 一 Gr+1i(Z1) “Zr) 0， , 0) 
Zm Cn(z) Cn(z) 一 Cn(z1)…: ) Zr 0 , 0) 


由 (2) 式 知 , 这 一 复合 的 后 (n 一 7) 个 分 量 
Gr+jy(Z1, , Zm ) — Gr+j(z1,* ) 27 0, ……， , 0) (1 < <n—7) 
在 一 个 m 维 方 体 |z;| <e 上 为 0, 于 是 yoG = oFowp-! 可 表示 为 


2Z1) ,2mj) Z1,°** ,Zr, 0,... ,0). 
(aa ) = 《2 ) 


(nn) 个 
定义 1.4.2” 设 M,N 为 光滑 流 形 , FF : M 一 N 为 光滑 映射 


(i) 如 果 在 M 的 每 一 点 p, 有 Rank,F = dim M, 那么 FF 称 为 漫 入 映射 . 
(ii 如 果 在 M 的 每 一 点 p, 有 RankpF = dim N, 那么 FF 称 为 淹没 映射 . 


. 29 . 


(2) 
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无 论 是 上 述 哪 种 情形 , Rank FF 均 达 到 极 大 . 依照 定理 1.4.5 , 选取 适当 的 局 部 坐标 
系 , 浸入 芽 具 有 下 列 形式 


(T1777 Tm) DO (LT1) ,Tm 0,.** ,0)) 
~ 
而 淹没 车 则 可 表示 为 
(Z1 …: , Tm) PO (Z1),，…， , Tn). 


从 局 部 来 看 , 淹没 相当 于 投射 , 浸入 则 表示 为 包含 映射 . 
1.4.3 Morse 引 理 


Morse 首先 注意 到 微分 流 形 上 的 光滑 函数 可 显示 流 形 的 拓扑 性 质 , 主要 集中 在 
光滑 函数 的 临界 点 附近 . 对 微分 流 形 上 光滑 函数 的 临界 点 的 研究 是 微分 流 形 的 重要 
课题 , 属于 Morse 理论 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 见 文 献 [3]. 

定义 1.4.3 设 M 为 m 维 C0C” 流 形 , f :MM 一 RR 为 C” 函数 .pe M 叫做 
f 的 一 个 临界 点 , 如 果 Rank,f = 0( 因 而 (df)。 = 0). 选取 包含 点 p 的 局 部 坐标 卡 


(Dg;z… 2m) 则 人 | 01 一.… sm. 如 果 有 某 个 十 | 六 0, 那么 p 称 为 
Li p O07; p 


f 的 一 个 正则 点 . 

讨论 函数 在 一 点 附近 的 局 部 性 质 ， 自然 使 用 芽 的 语言 来 表述 .将 函数 f 在 点 
pe M 处 的 芽 (M,p) 一 及 仍 记 为 f, 将 映射 p : UV 一 Rm 在 点 p 处 的 芽 记 为 
9p: (M,p) 一 RT, 不妨 设 p(p) = 0 ERm, 于 是 a = fow-!:(R™m,0) 一 下 看 作 是 将 
芽 f 拉 回 到 Rm 上 的 一 个 自然 表示 , 注意 p 是 一 个 微分 同 胚 芽 . 

命题 1.4.1 若 a€e jm = {a€eml|a(0) = 0} 且 a 4 2, 则 存在 微分 同 胚芽 
p : (R™",0) 一 (R",0) 使 得 ae yp-! 为 一 个 坐标 函数 芽 . 

证 明 记 Rm 上 的 坐标 为 (ri,… ,rm)， ae Lm 表示 a : (R™,0) 一 R 满足 
a(0) = 0, a 4 p2, 说 明 a 至 少 有 一 个 偏 导 数 在 原点 的 值 不 为 0, 不 妨 设 0) £0 
定义 p : (R™",0) 一 (Rm,0) 如 下 : 


$s1 = Q(T1,:* ,Tm), 


Si 一 71) 2 一 2, .… ,mMm. 


Oa 
Dy(0) = rt l , 
0 Tn 
Oa 


其 中 I%-1 是 (m 一 1) x (m 一 1) 单位 矩阵 , 故 det De(0) = Br 0) 0,9 是 一 个 微 
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分 同 胚芽 . 并 且 (a o pi1)(si,...sm) = s1. 

本 命 顾 指出 , 将 微分 同 胚 p-! 从 右边 与 a 复合 , 意味 着 对 a 的 源 空间 Rm 施 
行 一 个 Ce 局 部 坐标 变换 , 其 结果 a o p-! 是 一 个 坐标 函数 芽 . 按照 Mather 的 说 
法 , a 右 等 价 于 一 个 坐标 函数 车 . 因此 对 于 流 形 上 的 光滑 函数 , 在 正则 点 附近 可 用 
一 坐标 函数 作为 局 部 表示 . 从 拓扑 的 观点 来 考察 流 形 上 的 光滑 函数 , 感 兴趣 的 则 是 
在 临界 点 附近 . 

定义 1.4.4 设 f:M 一 民 为 m 维 光滑 流 形 M 上 的 C™ 函数 peM 是 了 
的 一 个 临界 点 , (U, p) 是 以 点 p 为 中 心 的 局 部 坐标 卡 . 不 失 一 般 性 , 假设 f(p) = 0， 
于 是 对 光滑 函数 芽 f : (M,p) 一 (RR,0) 和 坐标 卡 芽 p : (Mp) 一 (Rm,0), 令 a = 
fovw!:(R™,0)— R. 显然 a e 1 . 者 a 在 jm/ Hm 中 的 投影 是 一 个 非 退 化 的 二 
次 型 , 则 称 f 为 Morse 芽 , 点 pe M 为 f 的 非 退 化 临界 点 . 

我 们 把 a 在 jm/ Ln 中 的 投影 称 为 a 的 2- 导 网 , 记 为 六 a. 由 Taylor 公式 知 ， 
712a 可 表示 为 a 在 0€ Rm 处 的 2 阶 Taylor 多 项 式 . 由 于 0 € Rm 是 a 的 临界 点 ， 
因此 j?a 不 含 71,… ,rm 的 一 次 项 , j?a 是 71,… ,rm 的 二 次 齐 次 多 项 式 , 其 系数 


矩阵 为 - 
A= (F800) 


712a 非 退 化 意 指 m x m 实 对 称 和 矩阵 4 满 秩 或 4 有 m 个 非 零 实 特征 根 . 我 们 把 算 
阵 4 的 负 特 征 根 的 个 数 称 为 f 在 点 p 的 指标 , 记 为 indpf. 
需要 说 明 上 述 定 义 与 a 的 选取 或 者 说 与 局 部 坐标 卡 的 选取 无 天 . 设 (V,y) 是 
以 点 p 为 中 心 的 另 一 坐标 卡 , 因而 对 坐标 卡 芽 多 : (M,p) 一 (R™,0), 令 B= foy-!， 
则 a=f6o(Wog-!). 记 6 =yVo9p- 1:(R™,0)— (R™,0), 显然 它 是 微分 同 胚芽 . 根 
据 Taylor 公式 ， 
6G=j2B+6, 6=(60:. ,6m), iENS, i=1,...,m, 


B= 7B+n, 7 € 1 
所 以 
Qa=po8=jPo $+s, SGE ji 
ja= 78.7%, 


其 中 7126 .726 表示 这 6 o 25 再 舍 去 次 数 大 于 2 的 所 有 项 . 它 说 明 j?6 作为 
s1,… ,Sm 的 二 次 齐 次 多 项 式 通过 从 {ri,… ,rm} 到 {s1,… ,sm} 的 非 退 化 线性 


变换 而 变 为 jra. 记 j? 的 系数 逢 阵 为 = (5 和-(0) ), 简 记 D2(0) = C, 则 C 
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是 GL(m, 民 ) 中 的 一 员 , 并 且 4 = CTBC, 因此 和 矩阵 4 和 B 具有 相同 的 秩 , 从 而 
72a 非 退 化 当 且 仅 当 726 非 退化 , 并 且 4 与 B 的 负 特 征 根 的 个 数 相同 . 

定理 1.4.6 (Morse 引 理 ) 车 ae /2 是 指标 为 和 (0 < 入 < m) 的 Morse 芽 ， 
则 存在 微分 同 胚芽 po : (Rm,0) 一 (Rm,0), 使 得 芽 a op 可 表示 为 


(re (3) 


证 明 ”两 次 应 用 引 理 1.3.1, 将 a 表 为 


Q(T1, … ,Tm ) 一 >》， rir;hij(7), hij € Em.: (4) 
?7 一 1 


可 以 假定 Pi 一 hji, 因为 QO 可 写 为 


Q = Dririhiy, hi; = 3 (hi + hji), 
又 (ii;(0)) = (3 et 0 是 非 退 化 的 . 我 们 要 证 明 存在 Rm 上 保 原点 的 局 部 微 
分 同 胚 p, 使 得 co p 可 表 为 (3) 式 , 为 此 参照 线性 代数 中 化 二 次 型 为 标准 型 的 对 
角 化 证 明 方 法 . 
使 用 归纳 法 , 假设 在 原点 的 某 一 邻 域 让 内 , 存在 坐标 函数 wu1,… ,um, 使 得 


2 2 
Q 二 土 w1 土 … 士 wr_1 十 》 wiu; Hij (U1 ,Um), 
i,J 之 k 


其 中 (Hi;(w)) 为 对 称 和 矩阵 . 当 = 1 时 就 是 上 面 的 (4) 式 . 因为 a 为 Morse 芽 , 所 
以 HH;;(0)(i, 7 > 有 不 全 为 0. 对 后 m -有 +1 个 坐标 施行 非 退 化 线性 变换 (如 有 必 
要 的 话 ), 可 假定 Hi (0) 夭 0. 令 


g(u1,*…: , Um) 一 V [ER , Um)|, 
它 在 原点 的 某 一 较 小 邻 域 zz c Ui 中 是 一 个 非 零 的 Ce 函数 . 现 引 入 新 坐标 
V1,''* ,Vm, 令 
Vi = Ui) i@#k, 
wk(u Um) = 9(u) [ur + > uiHip(u)/Herp(u)|, 
4 之 大 十 1 


据 反 函数 定理 , 在 原点 的 某 一 更 小 的 邻 域 U3 c U2 中 , v1,… ,vm 可 取 为 局 部 坐标 ， 
并 且 
Q: 一 >》 士 v; 十 >》 viv; Hi (v1, ,Vm), 


i<k i,I7>k 


1.4 局 部 分 析 中 的 几 个 基础 结果 . 33 . 


这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

表达 式 (3) 中 负 平 方 项 的 项 数 则 由 a 在 非 退 化 临界 点 0 e R™ 的 指标 入 所 决 
定 , 细节 留 给 读者 补 述 . 由 该 定理 可 推出 Morse 引 理 的 另 一 形式 . 

定理 1.4.6' 设 /:M 一 下 为 mm 维 光滑 流 形 M 上 的 C% 函数 ,pe M 
是 f 的 一 个 指标 为 和 的 非 退化 临界 点 ， 则 存在 一 个 中 心 在 点 p 的 局 部 坐标 卡 
(Up;zl1…… ,Xm), 使 得 对 每 一 g e U, 有 


f(9) = fp) — 71 T+ TA + + Tm 


推论 1.4.1 ” 非 退 化 临界 点 是 孤立 临界 点 . 

例 3 设 M 为 紧 致 光滑 流 形 , f : M 一 RR 为 C” 函数 . 如 果 f 仅 有 非 退 化 临 
界 点 , 则 它们 的 数目 是 有 限 的 . 

函数 在 退化 临界 点 附近 , 情况 复杂 得 多 . 下 面 给 出 几 个 退化 临界 点 的 例子 (图 
1.9): 

(1) fi(z) = el sin 忆 ， 原点 是 非 孤立 的 退化 临界 点 ; 


( 
(2) f(z,y) = 7z?, 退化 临界 点 集 为 y 轴 ; 

(3) fa(z,y) = z2y2, 退化 临界 点 集 由 z 轴 与 y 轴 的 并 组 成 

(4) fa(z,y) = z(z2 一 3y2), 原点 为 退化 临界 点 , 其 图 形 叫 做 猴 鞍 面 . 


由 此 可 见 , 函数 在 退化 临界 点 附近 , 形态 多 姿 多 彩 , 千变万化 , 对 它们 进行 研究 
是 奇 点 理论 的 任务 . 法 国 数学 家 R. Thom 与 俄罗斯 数学 家 V.I. Arnold 对 此 作出 了 
杰出 的 贡献 , 见 文献 9, 10| 
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1.5 子 流 形 


定义 1.5.1 设 M,N 为 Coe 流 形 ,下 :M 一 六 为 Coe 映射 

(i) 若 F 是 单一 漫 入 , 则 称 (MM, 下) 为 N 的 ( 漫 入 ) 子 流 形 . 

(i) 车 FF 是 单一 浸入 , 且 下: M 一 F(M) 是 同 胚 映射 , 其 中 F(M) C N 取 子 
空间 拓扑 , 则 五 称 为 从 M 到 六 的 嵌入 , (M, 下) 称 为 N 的 嵌入 子 流 形 . 

例 1 设 已 :R 一 了 R? 定义 为 F(t) = (2cos (+t 一) ,sin2 (t—3)); 则 F(R) 
为 RR? 中 横 卧 的 “8” 字形 (如 图 1.10). 当 t 从 0 变 到 2r 时 , 像 点 目 原 点 出 发 走 完 
整个 闭路 . F 是 浸入 但 不 是 单 射 , 故 (R, ) 不 是 R? 的 子 流 形 . 


例 2 设 G:R 一 R? 定义 为 G(t) = (2 coOS (2 arctant 十 3),sin2(2 arctant 十 


3) ), 当 + 由 -oo 变 至 +oo 时 , 2arctant 十 于 由 一至 变 到 和 因而 G(R) 等 于 上 


例 中 的 下 ((0, 27)) 部 分 . 此 时 , G(R) 还 是 及 2 中 横 卧 的 “8” 字形, 但 它 通过 原点 只 
一 次 , 当 t 一 土 oo 时 , G(t) 一 (0,0).(R,G) 是 R? 的 浸入 子 流 形 , 但 不 是 嵌入 子 流 形 
(如 图 1.11). 


图 1.10 


例 3 设 玉 :及 一 R3 定义 为 有 H(t) = (cos2nt,sin2xnt,t), H(R) 是 R3 中 的 圆 
柱 螺 线 . 易 见 五 是 联 入 , (R, 玉 ) 为 R3 的 供 入 子 流 形 . 

例 4 考虑 环 面 

Ss! x Ss! 一 { (e290 , e202)} . 

定义 F:R 一 S11xSl 为 F(t) 二 (e2nit, e2xiat). 

当 a 是 有 理 数 时 , 点 集 F(R) 是 S1 x S1 上 的 一 条 封闭 曲线 , 它 作 为 S1 x 5! 
的 子 空间 同 胚 于 S1, F 是 浸入 但 非 单 射 . 

当 a 是 无 理 数 时 , FF 是 单一 浸入 , (了 , 玉 ) 是 S1 x S51 的 一 个 子 流 形 . 但 是 F(R) 
在 S1 x 5S1 中 稠密 , 即 F(R) = S1 x S1 ( 留 作 练习 ), 所 以 FF:R- F(R)C Six5S! 
不 是 一 个 同 胚 映射 , 这 个 子 流 形 称 为 环 面 上 的 偏 斜 线 . 


1.5 渤 流 形 . 35 . 


将 环 面 表示 为 对 边 等 同 的 正方 形 , 斑 映 及 于 551 x 91 中 ,如 图 1.12 所 示 . 
c c ) 
由 d d 
, 一 LE 一 


tan 9 二 a (无 理 数 ) 
图 1.12 


浸入 在 局 部 是 单一 的 , 但 不 能 保证 在 大 范围 内 是 单一 的 , 浸入 与 子 流 形 的 区 别 
在 于 像 集 FF(M) 是 否 有 自 交 点 . 对 于 子 流 形 与 嵌入 子 流 形 , 因 FF : M 一 N 是 单 射 ， 
可 把 M 上 的 微分 结构 搬 到 像 集 F(M) 上 , 使 得 已 : M 一 F(M) 是 微分 同 胚 . 另 一 
方面 , F(M) 作为 N 的 子 集 有 从 N 诱导 的 拓扑 . 因此 F(M) 通过 FF 从 M 得 到 的 
拓扑 与 F(M) 作为 N 的 子 空间 得 到 的 拓扑 不 一 定 一 致 . 可 见 子 流 形 与 舱 入 子 流 形 
的 区 别 在 于 上 述 两 种 拓扑 是 否 一 致 . 

设 (Mi, 记 ) 和 (Ma2, 严 ) 都 是 NN 的 子 流 形 . 如 果 存 在 微分 同 胚 yp : Mi 一 M2， 
使 得 及 = 玖 。p, 则 称 这 两 个 子 流 形 是 等 价 的 . 易 见 它 是 N 的 所 有 子 流 形 组 成 的 
集 族 上 的 一 个 等 价 关 系 . 每 一 个 等 价 类 上 具有 形 如 (4,i) 的 唯一 代表 , 其 中 4 是 六 
的 子 集 , 带 有 流 形 结构 , 使 得 包含 映射 i : 4 一 N 为 光滑 浸入 . 事实 上 , 如 果 (MM 了) 
是 : 的 任意 代表 , 那么 N 的 子 集 4 必 为 F(M), 并 且 可 以 通过 要 求 :M 一 4 是 
微分 同 胚 而 赋予 4 以 流 形 结构 . 4 带 有 这 一 流 形 结构 , (4,i) 便 成 为 N 的 一 个 等 
价 于 (M, 下 ) 的 子 流 形 . z 

”从 定义 1.1.4 可 知 , 车 M CN 为 N 的 正则 子 流 形 , 则 M 的 基础 拓扑 是 子 空 
间 拓 扑 , 并 且 (M,i)( 或 简单 说 M) 是 N 的 嵌入 子 流 形 , 这 里 i : M 一 N 为 包含 映 
射 . 另 一 方面 , 假设 下 : M 一 NN 是 从 流 形 M 到 流 形 N 的 典 入 , 可 以 证 明 F(M) 
是 N 的 正则 子 流 形 (见习 题 21). 

命题 1.5.1 ” 设 (M, 也) 是 光滑 流 形 N 的 子 流 形 . 若 M 是 紧 致 的 , 则 下 :M 一 
N 是 峰 入 . 

证 明 ”首先 , F(M) 作为 N 的 子 空间 是 Hausdorff 的 , 又 下 : M 一 F(M) 是 
从 紧 致 空间 到 Hausdorf 空间 的 连续 双 射 , 据点 集 拓 扑 的 有 关 知 识 , F : M 一 F(M) 
必 为 同 胚 映射 , 因此 F 是 嵌入 . 

H. Whitney 曾 证 明 任 意 一 个 mm 维 光滑 流 形 均 能 嵌入 到 (2m + 1) 维 欧 氏 空间 
中 作为 子 流 形 , 这 说 明 虽 然 有 限 维 流 形 的 概念 是 欧 氏 空间 的 非常 一 般 的 推广 , 但 仍 
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然 可 作为 欧 氏 空间 的 嵌入 子 流 形 来 实现 流 形 的 漫 入 和 幅 入 理论 是 微分 拓扑 的 一 
个 重要 研究 专题 , 我 们 将 在 1.7 节 中 介绍 Whitney 浸入 定理 和 Whitney 峰 入 定理 . 

定义 1.5.2 设 M,N 为 Coe 流 形 , 下: M 一 NN 为 C™ 映射 点 peM 称 
F 的 正则 点 , 如 果 (d 瑟 。 是 满 射 . 点 ge N 称 FF 的 正则 值 , 如 果 Fr-1(q) = 或 当 
F-1(q) 关 儿 时 , F-1(q) 的 每 一 点 缘 为 正则 点 . 

显然 , 玉 是 淹没 当 且 仅 当 M 中 的 每 一 点 都 是 正则 点 , 或 V 中 的 每 一 点 都 是 正 
则 值 . 

定理 1.5.1 设 M,N 分 别 为 mm 维和 维 Ce 流 形 ; 下:M 一 NN 为 C> 映 
射 , ge F(M) 为 的 正则 值 , 则 fF-1(gq) 是 M 的 (m 一 n) 维 正则 子 流 形 . 

注 ” 本 定理 实质 上 是 定理 1.4.4 的 另 一 表述 形式 , 下 面 利 用 秩 定理 给 出 另 一 简 

证 了 明 取 p efF-1i(q), 则 F(p) = q 且 RankpF =n. 这 说 明 F 的 秩 在 点 
? 附近 为 常 值 . 由 秩 定理 1.4.5 知 ， 存在 可 逆 坐 标 变换 芽 p : (M,p) 一 (R™,0) 和 和 

VCV9) 一 (R",0), 使 得 车 有 = woFowp” 具有 下 列 形式 : 


F(zT1,.…: Tn" , Tm ) 一 (Z1，……: , Tn )， 


因此 芽 五 (0) = poF-!1ow-1(0) = poF-1(q) 是 集 {(0,… ,0, zn+1,… ,Xm)} 在 
原点 处 的 芽 . 依 定义 1.1.4, F-1(q) 是 M 中 维 数 为 m 一 n 的 正则 于 流 形 . 
例 5 -在 上 一 节 例 2 中 , 曾 证 明正 交 群 


= {AEeGL(n,R)IA'A= I,)} 


是 GL(n, 民 ) 的 in n(n 一 1) 维 正则 子 流 形 , 现 介绍 另 一 种 较为 简洁 的 证 法 . 仍 记 入 
为 n x n 实 对 称 和 矩阵 组 成 之 流 形 , 令 下 : G7(n, 了 有) 一 S 定义 为 F(A)= 4T4， 则 F 
是 光滑 映射 , 且 O(n) = F-1(I). 若 能 证 明 是 FF 的 正则 值 , 据 定理 1.5.1, 结论 
得 证 . | 

任 取 4 < F-1(1,), 则 47A = Is， 我 们 证 明 微 分 (4F)4a : TaGL(n, RR)( 
Rn ) 一 T7, 5S( 宇 Rin(m+D)) 是 满 射 ， 为 此 , 在 GL(n,R) 中 取 一 条 经 过 点 4 的 道 
路 w : 民 一 GL(n,R), 入 忆 w(A) = 4++XB, 则 ow:R 一 5 为 5S 中 的 道路 
F(w(N)) = 1, +A(ATB + BTA) + X22BTB, 因而 (dF)4a(B) = ATB + BT4: 这 说 明 
(dF)a (R” ) 由 形 如 ATB + BTA 的 所 有 对 称 短 阵 组 成 其 中 4T4 = 1h,BeR". 
为 外 , 对 于 任意 的 对 称 和 矩阵 C, 取 B= >AC, 则 有 (dF)a(B) = C, 因此 (df) 有 4 为 


满 射 . 由 于 4 e F-1(1,) 是 任 取 的 , 故 Lr 是 FF 的 正则 值 . 
命题 1.5.2” 设 下 : M 一 M 是 连通 光滑 流 形 M 到 自身 的 光滑 映射 且 满足 
FoF = FF, 则 F(M) 是 M 的 闭 正则 子 流 形 . 


1.6 Sard 定理 . 37 . 


证 明 由 oFf= 下 知 
F(M) = {qe MIF(q) = q} 
是 :下 的 不 动 点 集 , 它 是 M 的 闭 子 集 (只 需 利 用 点 集 拓扑 知识 , 证 明 留 作 练 习 ). 为 
了 证 明 F(M) 是 M 的 正则 子 流 形 , 我 们 在 FCM) 的 任 一 点 的 邻 域内 讨论 下 . 根据 
秩 定理 , 只 需 对 F(M) 的 每 一 点 , 证 明 在 该 点 的 某 一 邻 域 内 ,的 秩 为 常 值 即 可 . 首 
先 证 明 RankyF 在 F(M) 上 为 常 值 . 
设 pe FF(M), 则 下 在 点 p 的 微分 满足 (df),o (dF)p = (dF)p; 因此 


Im((dF)») = {X € TpMI|(dF)p(X) = X} = Ker(id — (dF)p), . 
其 中 id : T,M 一 T,M 为 恒 同 映射 . 又 
dim Ker(id — (dF)y) + dim Im(id — (dF'),) = dim AM， 


于 是 有 、 四 
RankypF + Rank(id — (dF')p) = dim M 对 每 一 pe F(M). 
因为 等 式 左 边 的 两 个 秩 在 点 p 的 邻 域内 不 会 减少 , 所 以 RankpF 在 F(M) 上 局 部 
为 常 值 . 而 M 连通 , 故 RM 亦 连 通 , 从 而 在 F(M) 上 的 秩 为 常 值 . 
现 设 RankypF = 7, 其 中 pe F(M), 则 存在 F(M) 在 M: 中 的 开 邻 域 0, 使 得 
对 所 有 ge U,RankgF >7. 但 


RanksF = Ranks(F o F) = Rank ((dF)p(g) o (dF)s) < Rankp(gF =7, 


所 以 RanksF 在 U 上 为 常 值 . 根据 以 上 分 析 . 本 命题 得 证 . 


1.6 Sard 定理 


在 微分 流 形 理论 中 , Sard 定理 是 许多 重要 的 存在 性 定理 的 理论 依据 , 本 章 余下 
两 节 证 明 Whitney 浸入 与 嵌入 定理 以 及 Thom 横 截 性 定理 都 用 到 它 . 

”定义 1.6.1 设 M,N 为 光滑 流 形 , 且 dim NN =n, 又 设 三: M -NN 是 光滑 映 
射 . 若 点 pe M 使 得 (df); : T,M 一 Ty(pjN 的 秩 Rankpf < mw 则 点 p 称 为 f 的 临 
界 点 ; 若 Rankpf = n, 则 点 p 称 为 了 的 正则 点 . 

f 的 全 体 临界 点 的 集合 记 为 Cy. 如 果 g Ee N 使 得 f- :Oncy = = 2, 那么 点 gq 
称 为 f 的 一 个 正则 值 . f 的 全 体 正则 值 的 集合 是 N - f(Cy), 其 中 f(Cy) 称 为 f 的 
临界 值 集 . 显然 , f 的 全 体 正则 点 的 集合 是 M - Cr 

引 理 1.6.1 设 M,N,P 是 光滑 流 形 , f : M 一 NN 为 Coe 映射 ,h:M 一 PP 为 
Ce 微分 同 胚 , 并 设 g= foh-!, 则 
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f (i) pE€ Cr Sh(p) € Oyo, 


M—i—;N Gi) f(C7) = g(Co). 
| /A feh-! ”证 明 留 作 练 习 . 
为 叙述 并 证 明 Sard 定理 , 我 们 引入 零 测度 集 和 Fubini 定理 
以 作 准 备 : : 
设 C 为 Rn 的 子 集 . 若 对 任意 的 。 > 0, 存在 可 数 个 维 开 立 方 休 {Wi}, 使 得 


Cc 0 Wi 且 D1Wil < < 则 称 集 C 为 夫 测 度 集 这 里 IW| 表 方 体 W 的 体积 , 妈 
?一 4 一 1 


P 


若 W = {xz € Ra < zi < bi,bi a =1i=1,.,n), 则 |WI= Lm. 容易 证 明 可 数 
个 零 测 度 集 的 并 仍 为 零 测度 集 . 

引 理 1.6.2 ” 设 U 为 Rn 中 开 集 , C Cc U 为 零 测度 集 车 f:U 一 Rn 为 
C*(k > 1) 类 映射 , 则 (OC) 的 测度 为 0. 

证 明 U 可 表 为 可 数 个 有 界 闭 球 的 并 , 故 可 假定 C 包含 在 一 个 有 界 闭 球 内 ， 
并 且 组 成 C 的 覆盖 的 诸 方 体 均 包 含 在 稍微 大 一 点 的 有 界 闭 球 KK 内 ,但 KcU. 

由 微 积 分 学 的 中 值 定理 知 , 对 任意 z,z 十 he K, 存在 常数 c, 使 得 


[f(z + h) = f(z) < cllall. 


当 边 长 为 a 的 方 体 WC K 时 , 对 z,zo €E W, 有 |z 一 zoll < Vna, 因此 |f(z) 
flzojll 和 c.: Vna, 从 而 f(W) 位 于 体积 为 (2Ync)"IW| 的 n 维 方 体内 , 而 常数 
o = (2Vnc)" 与 W 无 关 . 因此 , 若 C CUT C 天 且 》 | < e/c 时 , f(C) c 


Uf(Wi), 因而 f(C) 包含 在 总 体积 小 于 e 的 ” 维 方 体 的 并 之 中 , 这 说 明 f(C) 是 零 


测度 集 . 

推论 1.6.1 设 p:U 一 V' 是 R" 中 开 集 U 与 V 之 间 的 微分 同 胚 ,CCU 为 
零 测度 集 , 则 p(C) 也 是 零 测度 集 . 

现 介 绍 Fubini 定理 的 一 个 特殊 情形 . 

定理 1.6.1 设 C 为 R" 中 的 紧 致 子 集 . 令 R?-' = {zx € R"|zn = 妇 ,Ct = 
CR?!. 若 对 所 有 te R, Ce 在 R?-! ( 同 胚 于 R"*-!) 中 具有 零 测度 , 则 C 在 Rn" 
中 具有 零 测度 z 

证 明 ”不 失 一 般 性 , 假定 C c R"-! x [0, 1]. 依 假设 , 对 每 一 t e [0,1], Ct 在 
R"-! x {t} 中 具有 零 测度 . 因此 , 任 给 < > 0, 可 找到 C 的 开 覆 盖 {Wi|Wi 是 Re 
中 的 开 方 体 , i e N}, 使 得 > IWi| < e. 设 UWi 在 了 "1 x [0;1] 的 第 一 因子 R"-! 


上 的 投影 为 Wi, 显然 Wi 是 Rm" 中 的 开 集 . 
对 固定 的 ,|zn 一 引 是 C 上 的 连续 函数 , 是 在 Cs 上 取 值 为 0. 而 C 一 (Wi x1{0,1]) 
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是 C 的 闭 子 集 因 而 是 紧 致 子 集 . 将 函数 |z, 一 t| 限制 在 C 一 (Wi x [0,1) 上 必 取 得 极 
小 值 , 设 为 a. 记 I? = (t 一 a,t+a), 则 Cf}{z ER"||zn 一 直 <a}c WxIe. 注意 
区 间 族 {I2} 覆盖 [0, 1], 故 存在 有 限 子 覆盖 , 设 为 {1|; = 1,… ,上 } (这 里 万 = 五 人)， 
使 得 》 | 万 | < d (常数 ), 从 而 由 长 方 体 组 成 的 可 数 族 {Wi x 万 了 = 1,… ,k,ie N} 
覆盖 C 并 且 总 体积 小 于 de. 
注 ” 在 上 述 Fubini 定理 中 , 要 求 C 为 紧 致 集 的 条 件 可 前 弱 为 C 是 可 数 个 紧 
致 集 的 并 . 而 满足 后 一 条 件 的 集 包 括 : 闭 集 、 开 集 以 及 它们 在 连续 映射 下 的 像 集 ， 
还 有 以 上 类 型 的 集 的 可 数 并 及 有 限 交 . 
现在 将 欧 氏 空间 中 的 零 测 度 集 的 概念 引伸 到 流 形 中 去 . 
定义 1.6.2” 设 N 为 nn 维 微分 流 形 , C c N. 如 果 对 任意 的 局 部 坐标 卡 (U, yp)， 
集 p(U 门 C) 是 Rm 中 的 零 测度 集 , 那么 称 子 集 C 具有 零 测度 . 
定理 1.6.2 (Sard 定理 ) 设 M,N 为 Cee 流 形 , f : M 一 NN 为 C™% 映射 , 则 
fcr) 是 N 中 的 零 测度 集 . 
该 定理 是 说 流 形 之 间 的 可 微 映 射 的 临界 值 集 具有 零 测度 . 
证 明 “” 因 流 形 满足 第 二 可 数 性 定理 , 依 命题 1.2.1 , 可 以 将 流 形 表示 成 可 数 个 
局 部 坐标 域 的 并 和 集 , 再 依 定义 1.6.2 以 及 引 理 1.6.1, 我 们 只 须 就 下 列 局 部 形式 的 结 
论 予 以 证 明 就 行 了 . 
设 U 是 Rm 中 开 集 , f :U 一 Rn" 为 Coee 映射 ,假定 C= {ze Ul|Rankzf < n} 
为 f 的 临界 点 集 , 那么 f(C) 在 Rm 中 的 测度 为 0. 
下 面 对 维 数 m 作 归纳 证 明 . 当 m=0 时 , 结论 显然 成 立 , 因此 我 们 假定 m,n >1. 
令 C; = {xz Ee U|f 在 点 z 处 的 阶 数 < 7 的 各 阶 偏 导数 均 为 0}, 则 Ci; 为 闭 集 ， 
且 有 
COC C2IO.…, (1) 
f(C) = f(C— C1)U f(C1— C2)U ::…: U f(Ck-1 — Cr) U fF(Cxr). (2) 
我 们 将 证 明 : 
(i) f(C - Ci) 是 零 测度 集 ; 
(让 f(C;-_1 一 0;) 是 零 测度 集 , j = 2,3,…; 
(这 ) 存在 自然 数 k, 使 得 f(C%) 是 零 测度 集 . 
以 上 各 和 集 以 及 证 明 中 所 出 现 的 集 均 符合 Fubini 定理 之 注 中 所 述 要 求 , 因而 可 以 应 
用 Fubini 定理 . 
Gi) 的 证 明 当 n = 1 时, C = Cu, 因此 假定 n> 2. 对 于 每 一 zeC -Ci 若 能 
找到 点 z 的 开 邻 域 V(c Rm), 使 得 f(V 门 (C - C1)) 具有 和 零 测度 , 那么 f(C - Cn) 
的 测度 为 0, 因为 C - C 可 以 被 可 数 个 这 样 的 V 所 履 盖 . 


设 ae C - Cu 则 至 少 有 一 个 一 阶 偏 导数 , 例如 5 二 , 在 点 a 的 值 不 为 0. 定义 
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映射 h :UU 一 有 Rm",z 忆 (及 (7),7T2,… ,Tm), 则 Dh(a) 的 秩 为 m. 据 反 函数 定理 , 存 
在 Rm 中 点 a 的 开 邻 域 V 和 点 h(a) 的 开 邻 域 W, 使 得 hlV :V 一 W(= h(V)) 为 
光 消 同 胚 . 复合 映射 g = foh-!:W 一 R" 具有 下 列 形式 . 

: 9 : (1 一 (29(2 ,9n(2)), (3) 
在 映射 g 下 , 每 个 点 (t,zZ2,° ,2m) EW 映 为 超 平面 {t} x R"-! 上 的 点 g(t, 2z2,.*. ， 
thn) 所 以 g 将 W 中 的 超 平面 {zlz = 让 映 入 RR" 中 的 超 平面 {ylyi = 甘 . 

记 2 二 (za 7 ,zm), We = WN{t} x R™-), 考虑 一 族 光 滑 映射 g" :Wi 
R"-!1, 定义 为 gt(z') = (gz(t, 2 ),… ,gn(t,z )), 则 z' 为 gt 的 临界 点 当 且 仅 当 (t, 人) 
为 g 的 临界 点 ,因为 9 的 Jacobi 宅 阵 


(下 | ojaa ) 


令 C'=h((C 一 ON 站 VcCW, 则 f((C -cn = og(C). 而 依 (3) 式 , 我 们 有 
g(C A ({t} x RY )=g(C NN ({t} x R™)) Cc {t} x g9'(Cg:). 


根据 归纳 假设 , gt 的 临界 值 集 gt(C%:) 是 R"-! 中 的 零 测 度 集 , 因而 g(C') 与 每 一 
超 平面 {t} x RR"-! 的 交 是 一 个 零 测 度 集 , 那么 依据 Fubini 定理 , 9(C") = f((C -- 
01) 门 V) 是 R* 中 的 零 测度 集 . 这 就 证 明了 (i). 

(ii) 的 证 明 对 于 ae C;-_1 一 0;, 存在 某 个 j 阶 偏 导数 在 点 a 的 值 不 为 0, 不 妨 


设 gf 
Doiron Om, (a) #0. 

令 函 数 7 :TU 一 及 定义 为 

Oi-1f 


n(7z) = Br .Oz (T) 


则 ean) 关 0, 于 是 由 h(z) = (nn(z),72,… ,TZm) 定义 的 映射 hh :U 一 Rm 将 


尽 a 的 菜 一 开 邻 域 V 微分 同 胚 地 映 成 点 h(a) 的 开 邻 域 W = h(V)， 因为 对 每 一 
rE€0i-1 一 Cy, 有 n(z) =0, 所 以 


h((C;-1 — C7) NN V) CWA ({0} x R™). 


令 g = foh-l:W 一 RR" 及 go = glwntfo}yxRm-1y. 按照 归纳 假设 , g? 的 临界 值 集 
go(Cu) 在 R” 中 的 测度 为 0; 而 


f((C;-1— Ci) NN V)= 9g(h((C;-1 — 0;) NV)) Cg (Coo)， 
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所 以 f((C;-1 一 C;) 门 V) 是 R" 中 的 零 测度 集 . 由 于 C;-1 一 0; 被 可 数 个 这 样 的 V 
所 覆盖 , 因此 f(C;-1 - 7) 具有 和 零 测度 . 

(iii) 的 证 明 . 当 > 二 一 1 时 , 将 证 明 f(C) 是 R" 中 的 零 测度 集 . 为 此 , 只 
须 对 任意 的 m 维 闭 方 体 Pc U, 证 明 f(P 门 Ci) 是 零 测度 集 . 

由 Taylor 公式 , PP 的 紧 致 性 以 及 Ck 的 定义 可 知 , 当 z € P 门 Ck,z 二 6 EP 时 ， 


f(z +6)— f(z)| < b+), (4) 


这 里 b 是 一 个 仅 依 束 于 f 和 PP 的 常数 . 

设 PP 的 边 长 为 a, 将 P 齐 分 成 边 长 为 a/r 的 小 方 体 , 这 样 的 mm , 维 小 方 体 共 有 
rm 个 . 假设 @ 为 其 中 的 一 个 , 它 包含 C 中 的 一 点 z, 那么 @ 中 的 任意 一 点 可 写 
为 z++6,16| < Vm.a/r. 由 (4) 式 知 , f(Q) 位 于 边 长 为 


2 (2) 


~ k+l 


的 n 维 方 体 中 , 因此 f(P 门 Ci) 包含 在 最 多 rm 个 这 样 的 m 维 方 体 的 并 之 中 , 这 些 
方 体 的 总 体积 


ngr™.( 人 ) = rktDn. 


TEtl 


已 假定 n(k 二 1) > m, 故 可 选取 足够 大 的 7, 使 得 上 式 右边 小 于 se, 于 是 fT(P 门 Ck) 
必 有 零 测度 . : z 

至 此 , 我 们 证 明了 论断 (i)、(ii) 和 (ii), 从 而 完成 了 Sard 定理 的 证 明 . 

推论 1.6.2 设 f: M 一 为 光滑 映射 则 f 的 正则 值 集 N -了 (Cy) 在 中 
处 处 稠密 . 

推论 1.6.3” 若 了: M 一 入 为 光滑 映射 且 dim M < dim N, 则 集 f(M) 在 NN 
中 的 测度 为 零 . 特别 , 像 集 f(M) 不 充满 整个 N. 

一 个 简单 应 用 : 讨论 由 方程 表示 的 曲线 和 曲面 . 设 U 为 Rm 中 的 开 集 , f :U 一 
R” 为 Ce 映射 , 且 m > n, 那么 对 任意 be R", 方程 f(z) = 的 解 集 /71(b) 为 及 
中 的 闭 集 , 一 般 来 说 可 能 相当 复杂 , 因此 有 必要 考察 哪些 be R" 能 保证 f-1(b) 成 为 
Ce 流 形 . 推论 1.6.2 及 定理 1.5.1 告诉 我 们 : 对 于 几乎 所 有 的 b; € R(i= 1,.… ,n) 
(这 意 指 b= (b1,… ,bn) 取 自 R" 中 除去 一 个 零 测度 集 f(Cy) 以 外 的 所 有 所 ), 非 线 
性 方程 


fi(7) = Di i=1,.…,n 
如 果 有 解 , 则 它 的 解 集 为 Rm 中 一 个 (mm 一 n) 维 微分 子 流 形 . 
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1.7 ” 流 形 到 欧 氏 空间 中 的 嵌入 与 浸入 


欧 氏 空间 R" 中 的 光滑 曲线 、 光 滑 曲 面 提供 了 微分 流 形 的 诸多 实例 , 人 们 自然 
会 问 : 是 否 每 一 个 微分 流 形 都 可 以 安装 到 一 个 欧 氏 空间 中 去 ? 或 者 说 在 什么 条 件 
下 , 一 个 mm 维 微 分 流 形 M 可 以 嵌入 到 某 个 R* 中 ? 为 此 和 需 寻 找 姐 入 f : M 一 R"， 
并 且 和 希望 R" 的 维 数 ” 越 小 越 好 . 本 节 将 证 明 Whitney 关于 浸入 与 典 入 的 经 典 结 
果 . 首先 考虑 流 形 的 浸入 , 从 一 个 特殊 情形 入 手 . 


1.7.1 漫 入 的 存在 性 


引 理 1.7.1 设 U 是 Rm 中 的 开 集 , f :U 一 R" 为 Coee 映射 , 其 中 n> 2m， 
则 对 任 给 的 正 实数 e, 存在 n x m 矩阵 4 = (ai;), 满足 条 件 |4| = maxt{|aisl} < 6， 
使 得 g(z) = f(x) + hz 在 II 上 是 浸入 . 

证 明 ”我 们 希望 选取 4e M (n,m), 使 得 映射 g(z) = f(z) + hz 为 浸入 , 即 选 
取 4, 使 得 对 所 有 z e U, Do(z) = Df(z) + 4 的 秩 等 于 m, 因而 选取 的 4 使 得 


Df(z)+ A¢ Mn mik), VreEUk<m, 
也 就 是 
AzB-Df(z), vBEeM(n mk), k=0,1l,:...,m—1,zeU. 
为 此 , 对 于 8 < m, 考察 映射 
py: Mn m;k) x U— M(n,m),(B,z) +» B— DIf(z). 


因为 n> 2m,dim(M(n,m;k) xXU)=nm- (nk(m-k+m<nm- [no (mo— 
mm 一 1 十 m < nm 一 1 < dim M (n,m), 所 以 由 推论 1.6.3, pk(M(n,m,k)xU) 


Mom -说 pe(Mlm msh) x D) 
中 选择 4, 满足 条 件 |4| < e. 于 是 对 每 一 xz € U, Dg(7z) = Df(z) + 4 的 秩 为 m, 从 
而 9 在 U 上 是 一 个 漫 入 映射 . 

本 引 理 告诉 我 们 , 若 je C™”(U,R") 不 是 浸入 , 那么 对 它 施 加 一 个 线性 扰动 
A.z 就 可 变 成 浸入 g. 另外 , 因 4 e M (n,m) 任意 接近 于 零 矩 阵 , 这 说 明 9 与 了 非 
常 接 近 . 对 后 者 我 们 还 可 以 说 得 更 确切 些 . 

设 多 是 拓扑 空间 , (Y, d) 是 度量 空间 . 从 空间 X 到 空间 Y 的 连续 映射 全 体 记 
为 CO(X,Y), 又 设 6: 义 一 RR 是 一 个 取 正 值 的 连续 函数 . 对 于 六 gs C"(XX,Y), 如 
果 对 每 一 zeX, 有 d(f(z),g(z)) < 65(z), 则 称 g 是 f 的 一 个 5- 通 近 . 
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若 将 f 的 诸 6- 逼近 取 为 f 在 映射 空间 C0(X,Y) 中 的 一 个 邻 域 , 那么 所 有 这 
样 的 邻 域 的 集合 形成 C0(X,Y) 的 一 个 拓扑 基 , 由 此 可 唯一 确定 C°(X,Y) 的 一 个 
拓扑 . 

定理 1.7.1 (Whitney 浸入 定理 ) ” 设 M 是 m 维 光 滑 流 形 , f : M 一 R" 为 光 
滑 了 映射, 其 中 nn > 2m, 又 6:M 一 玉 是 一 个 取 正 值 的 连续 函数 , 则 存在 一 个 漫 入 
9 :M 一 R", 它 是 f 的 5- 逼近 . 

此 外 , 如 果 在 M 的 闭 集 上 Rankf = m, 则 可 取 glz = fls. 

在 证 明之 前 , 先 简要 地 介绍 证 明 思 路 . 流 形 M 可 以 表 成 可 数 个 局 部 坐标 域 的 
并 . 引 理 1.7.1 断言 : 映射 f 在 任何 一 个 局 部 坐标 域 上 可 以 经 过 小 的 改动 而 变 为 漫 
入 , 因此 我 们 一 小 块 又 一 小 块 地 逐步 对 f 作 小 的 修改 , 而 每 次 修改 后 的 映射 要 求 在 
新 的 一 小 块 上 为 浸入 而 且 保 持 在 原 有 若干 块 上 的 浸入 性 质 , 进而 对 所 作 的 一 列 映射 
取 极 限 , 这 样 最 后 得 到 所 要 求 的 浸入 映射 9. 

证 明 ”由 条 件 可 知 , 存在 闭 集 FF 的 开 邻 域 U, 使 得 在 UU 上 Rankf = mm. 对 于 M 
的 开 履 六 @ = {U, M—F}, 依据 命题 1.2.1, 存在 M 的 可 数 个 局 部 坐标 卡 ( Ui, pi), 使 
得 U = {Ui} 是 @ 的 一 个 局 部 有 限 的 开 加 细 , 并 且 wi(Ui) = Bo(3), Vi = p71(Bo(2))， 
Wi = pg; 1(B0(1)), 又 W = {Wi} 为 M 的 开 覆 盖 . 此 外 假定 这 些 U; 用 闲 数 标 己 上 
有 性 质 : i < 0 当 且 仅 当 Ui cvU. 

我 们 归纳 地 构 作 一 列 光滑 映射 {9 : M 一 R"} 如 下 . 取 go = f. 假定 gk_1 : 


M 一 Rn" 在 UV W; 上 的 秩 为 m, 考虑 gk_1c pix" : Bo(3) 一 R". 令 4 为 一 个 nxm 
和 矩阵， Fa : Bo(3) Rr 定义 为 


FaA(7) = gp_10 px (7) + é(2)AT 


其 中 & :Rm 一 到 为 Cee 函数 , 如 引 理 1.2.1 中 所 述 , 当 llzl| < 1 时 , 6(z) = 1; 当 
1 < zj.<2 时 , 0 < é(z) < 1; 当 ||zl| > 2. 时 , &(z) = 0. 又 4 待定 ,Zz 为 mx1l1 列 
问 量 . 


因为 W = {Wi} 局 部 有 限 , 因此 K = yk ( Un 是 紧 致 集 , 并 且 gk-io 
j< 


pr 在 及 上 的 秩 为 m. 而 映射 G:K x M(n,m) 一 M(n,m), (zx, A)  G(z A) = 
D(FA(z)) = D(gr_10 p71(z)) + Az. DE(z) +é(7)A(DE 为 1xm 行 向 量 ) 显然 是 连 
续 的 , 又 G(K x {0})) C M(n,m;m), 其 中 M(n,m;m) 是 M (n,m) 的 开 子 集 , 所 以 
当 4 充分 小 时 ， 

G(K x {A}) C M(n,m;m,), 


这 是 关于 4 的 第 1 个 要 求 . 


. 44 . 第 1 章 ”微分 流 形 与 可 微 映 射 


其 次 , 要 求 4 足够 小 , 使 得 对 于 所 有 的 zx € Bo(3), 上 hzl| < er/2*, 其 中 ex 为 
5(z) 在 紧 致 集 VW 上 的 最 小 值 , 这 是 关于 4 的 第 2 个 要 求 . 

再 次 , 根据 引 理 1.7.1, 4 可 以 选 得 足够 小 , 使 得 在 Bo(2) 上 , gp_10 px 1(z) + Ax 
的 秩 为 m, 这 是 关于 4 的 第 3 个 要 求 . 

现在 用 等 式 


9gk-liD) +Eok A: pr(p), pE UL, 
gx(p) = | 加 
gk—1(p), DE M—Vk 


来 定义 gs : M 一 R". 在 以 门 (M 一 V) 上 , gx(p) 的 两 种 定义 是 一 致 的 , 故 gs 是 
Coee 的 . 
由 对 4 的 第 1 个 要 求 , gx 在 U 两 上 的 秩 为 m; 再 据 第 3 个 要 求 , gi 在 天 


上 的 秩 为 m, 因此 gx 在 Uw 上 的 秩 为 mm 而 由 第 2 个 要 求知 , gk 是 gk-1 的 


6/2*- 通 近 . 

定义 g(p) = sim gk (Dp). 因为 U = 一 {Ui} 是 M 的 局 部 有 限 的 开 覆 盖 ， 因此 对 
每 一 pe M， 存在 目的 开 信 城 NGD) , 以 及 自然 数 ko, 当 上 > ko 时 , 在 N(p) 上 有 
gk 二 gk+1 王 … 二 9, 于 是 g 是 C™” 的 并且 它 的 秩 处 处 为 m. 另外 由 


g(p) = f(p) + > (gr(p) — gk-1(p)) 


易 见 g 是 f 的 一 个 5- 逼近 . 定理 证 毕 . 
如 果 把 定理 1.7.1 中 的 条 件 n > 2m 加 强 为 n > 2m, 那么 还 可 要 求 从 M 到 R" 
的 浸入 映射 是 单 射 . 
定理 1.7.2 ” 设 M 是 m 维 光 滑 流 形 , f : M 一 及" 为 浸入 , 其 中 n > 2m, 又 
0:M 一 以 是 正 连续 函数 , 则 存在 单一 浸入 g : M 一 R", 它 是 f 的 6- 逼近 . 
此 外 , 如 果 f 在 闭 集 玉 的 一 个 开 邻 域 7 中 是 单 射 , 则 可 选取 9 满足 gls = flr. 
证 明 ”由 秩 定理 知 , 浸入 在 局 部 是 单 射 , 即 对 每 一 ze M, 存在 点 .2p 的 开 邻 域 
N(p), 使 得 川 wo 是 单 射 . {N(p)lp eE M} 是 M 的 一 个 开 履 盖 , 据 命 题 1.2.1, 存在 
可 数 个 局 部 坐标 卡 (Ui,wpi), 使 得 WU = {Ui |ieZ} 是 {N(p)|pe M} 及 {UM 了 F} 
的 局 部 有 限 的 开 加 细 , 并 日 整数 i 具有 性 质 : i < 0 对 CU. 令 入:M 一 民 定 
义 为 
wn- { pe Us 
0， p€EM—U, 


其 中 上 (z) 如 定理 1.7.1 证 明 中 所 述 . 显然 和 ; 是 Cee 函数 . 
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现 按 以 下 方式 归纳 地 构 作 一 列 浸入 映射 {gk : M 一 R"}. 取 go = f. 着 给 定 了 
浸入 gk_1 : M 一 R", 则 用 等 式 


gk(D) = gk—1(P) 十 Ar(D)DK 


来 定义 gi : M 一 R", 其 中 bk E BR" 待定 . 选取 bx 满足 如 下 要 求 : by 取得 充分 小 ， 
使 得 gi 的 秩 处 处 为 m, 并 且 gx 是 gs_1 的 6/2*- 逼近 . 此 外 ,对 bk 的 选取 还 有 下 
列 要 求 . 令 Gi = {(p,g9) sM x MIAk(p) 取 和 (9)}, 它 是 M x M 的 开 子 集 . 定义 映 
射 jv :Gk 一 了 R" 为 
gk—1(P) — gk—1(g) 

Ak(D) 一 Xk(q) 
显然 ux 是 Cee 映射 . 因 dim(M x M) = 2m <m 故 yx(Gx) 是 R" 中 的 零 测度 集 . 
选取 bx 充分 小 使 它 不 在 这 像 集 中 , 由 此 可 推出 : 当 有 > 0 时 ， 


Hpk(D; 9) = 


gk(p) — gk(q) 三 0 今 Xk(p) = Mx(q) 且 gp_1(p) = gr-1(9). (1) 


定义 g(p) = ,lim ge(p). 因为 U = {U4} 是 局 部 有 限 族 , 所 以 对 任意 一 个 Wi 
存在 自然 数 有 > ko, 使 得 当 > 局 时 , 对 每 一 pe Wio, 有 gr(p) = gk+1(p), 从 而 
有 g(p) = gk(p). 现在 证 明 9 是 单 射 

任 取 mg e M, 假设 g(p) = g(q). 如 上 所 述 , 存在 自然 数 和 和 kz 分 别 使 得 


g(p) = gk(p)(k>h) 和 g(g) = gk(q)(k > ko), 
因而 当 > max{k1, k2} 时 , 有 gr(p) = gk(q), 反复 使 用 (1) 式 便 可 得 到 


| Xi(p) = AN(q), i= 1,2,.…: 
f (np) = go(p) = go(q) = f(q). 


W = {Wi} 是 M 的 开 和 覆盖 , 不 妨 设 pe Wi,, 那么 由 和 i6(q) = 和 io(p) = 1 知 
q € 丽 。C Uio. 而 {0 是 {N(p)lp eE M} 的 加 细 , 因此 flv,， 是 单 射 .注意 到 
p,q € Uio,f(p) = f(q), 所 以 p= gq. 这 样 一 来 , 从 g(p) = g(gq) 推出 p= 9 说 明 9 是 
单 射 . 至 于 9 是 浸入 并 且 是 f 的 6- 允 近 , 留 给 读者 验证 . 


1.7.2 ”常态 映射 与 Whitney 翌 入 定理 


由 定理 1.7.2 知 , 对 于 m 维 光 滑 流 形 M, 存在 单一 浸入 g : M 一 R", 其 中 
n > 2m 十 1. 倘若 9 是 闭 映射 ( 即 g 将 M 中 的 闭 集 映 成 R" 中 的 闭 集 ), 据点 集 拓 
扑 学 的 一 个 基本 结果 , 9 是 从 M 到 g(M)(c R") 的 同 胚 . 这 样 一 来 g 便 是 从 M 到 
Rn” 的 光滑 嵌入 . 这 告诉 我 们 , 应 用 点 集 拓扑 学 的 有 关 知 识 , 将 为 证 明 Whitney 巾 
入 定理 提供 一 条 有 效 途 径 . 
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定义 1.7.1 设 和 和 Y 是 Hausdorff 拓扑 空间 , 六 :和 一 了 为 连续 映射 . 如 果 
Y 中 每 一 个 紧 致 子 集 K 的 原 像 f-!1(K) 是 X 中 的 一 个 紧 致 子 集 , 则 称 f 是 常态 
映射 . 

命题 1.7.1 设 X 和 YY 是 Hausdorf 空间 , 并 且 Y 还 是 局 部 紧 致 的 . 若 
f :XX 一 Y 是 常态 映射 , 则 f 是 闭 映射 

证 明 ”首先 证 明 下 列 断 言 : S 是 Y 中 闭 集 ¢ 对 Y 的 任意 紧 致 子 集 K, 交集 
SK 是 紧 致 的 .“=>” 显 然 . 为 证 “<=”, 需 证 了 - 9 是 Y 中 开 集 , 只 要 证 : 对 任意 
的 yeY 一 S, 存在 点 y 的 邻 域 U, 使 得 US= &%. 

Y 是 局 部 紧 致 的 , 故 点 y 有 一 邻 域 W, 使 得 WW 是 紧 致 的 . 显然 y 4 W 门 5， 
且 丈 站 8S 是 紧 致 的 因而 是 闭 集 , 所 以 存在 点 y 的 邻 域 UC WwW, 使 得 UN 站 (W 门 5) = 
2, 即 UNNS=&%. 

现 证 f 是 闭 映 射 . 设 FF 是 XX 的 任意 一 个 闭 集 , K 是 了 的 任意 一 个 紧 致 集 . 
注意 

f(F)NK= (FN f(A)). 


1 


f 是 常态 映射 , 故 f-1(K) 及 FN 门 f-1(K) 均 为 XX 中 的 紧 致 集 . 又 f 是 连续 映 
射 , 故 f(F 门 f-1(K)) = f()N 站 K 是 Y 中 紧 致 集 . 根据 上 述 断 言 , f(F) 是 Y 中 闭 
集 . 这 样 便 证 明了 f 是 闭 映射 . 

问 : 在 微分 流 形 M 上 , 是 否 存在 常态 映射 呢 ? 

命题 1.7.2 ” 设 M 为 Ce 流 形 , 则 对 任意 自然 数 n, 存在 Ce 常态 映射 f : 
Ad 一 R". 

证 明 ”首先 讨论 n = 1 的 情形 . 选取 M 的 可 数 个 局 部 坐标 卡 (Ui, gi), 使 
得 2 = {Ui} 是 局 部 有 限 的 开 覆 盖 , 并 且 yi;(Ui) = Bo(3), Vi = yp; (Bo(2)), Wi = 
p71(B0(1)), i = 1,2,…, 又 W = {Wi} 也 是 M 的 开 覆 盖 . 然后 取 nh:M 一 民 为 
C” 函数 , 使 得 当 ge W; 时 ， mi(q) = 1; 当 g €E VW 时 , 0 < ni(g) < 1; 当 
qe M 一 Vi 时 ,m(g) =0. 定义 a:M 一 民 为 a(q) = >》 ii(g)， 


?一 二 
因为 UW 是 局 部 有 限 的 , 因此 对 任意 ge M, 必 有 点 4 的 开 邻 域 No, 使 得 除 有 
限 个 U; 外, mi|n, = 0, 于 是 》 说 在 局 部 是 一 个 有 限 和 , 从 而 a 是 M 上 的 Ce 函 
数 . 下 证 a 是 常态 函数 . 
任 取 及 中 的 紧 致 集 K, 它 是 有 界 闭 集 , 不 妨 设 KK C [1,1],1 为 目 然 数 , 因为 


a1(K) car 由 cc 两 
7 一 1 


1.7 流 形 到 欧 氏 空间 中 的 嵌入 与 浸入 . 47 ， 


并 且 UU 两 是 M 中 紧 臻 集 , 所 以 它 的 闭 子 集 a-1(K) 也 是 紧 致 的 依 定义 , a 是 


其 次 , 对 于 n > 1, 利用 下 面 的 引 理 1.7.2, 易 见 由 


f(gq) 一 (a(g), 0,.… , 0) 
NN—— 


n 一 1 个 


定义 的 映射 f: M 一 Rn" 是 Cee 常态 映射 . 
引 理 1.7.2 ” 设 久 是 Hausdorf 空间 , f :对 一 R" 是 连续 映射 , pl : R" 一 RR 
是 到 第 一 个 因子 空间 的 投影 映射 . 若 户 = pi o f 是 常态 映射 , 则 f 也 是 常态 映射 . 
证 明 ”对 于 任意 一 个 紧 致 集 KK Cc R", p1(K) 必 为 R 中 的 紧 致 集 , 因而 是 有 界 
闭 集 . 不 妨 设 pi(K) C [a,9], 则 天 CpT (ab) 并 且 


广 !(K) Cf (pi (a;d))) = (p10f) (a,b) = fr (lo, t). 


户 : 和 一 到 为 常态 映射 , 故 广 !(a) 是 XX 中 的 紧 致 集 , 而 f-1(K) 作为 它 的 
闭 子 集 必 为 紧 致 集 . | 
引 理 1.7.3 ” 设 和 是 Hausdorff 空间 , f : X 一 Rn" 是 常态 映射 ,g : 针 一 RR” 
是 连续 映射 . 如 果 对 每 一 pe XX, 有 llg(p) - /ol < 1, 那么 g 也 是 常态 映射 
证 明 ”R" 中 的 任何 紧 致 集 K 都 是 有 界 闭 集 , 可 设 K c Bo(r) (以 原点 为 中 心 ， 
r 为 半径 的 闭 球 ). 由 
[fo < le) 川 +L vpeX 


可 导出 
g 1(K) Cg (Bo(r)) Cc f71(Bo(r + 1)), 


于 是 g-1(K) 作为 紧 致 集 f-1(Bo(r + 1)) 的 闭 子 集 是 紧 致 集 , 故 9 为 常态 映射 . 

定理 1.7.3 (Whitney 和 嵌入 定理 ) ” 设 M 是 m 维 光滑 流 形 , n > 2m + 1, 则 存 
在 从 M 到 R" 的 Ce 嵌入 映射 f: M 一 R", 使 得 f(M) 是 R”" 中 的 闭 子 集 . 

证 明 ” 任 取 一 个 从 M 到 R" 中 的 Ce 常态 映射 h. 根据 定理 1.7.1, 存在 漫 入 
映射 g : M 一 R", 使 得 对 每 一 pe M ,|g(p) 一 h(p) 川 < 1/2. 根据 定理 1.7.2, 又 存在 
单一 浸入 f : M 一 R", 使 得 对 每 一 pe Mf(p) 一 g(p) 川 < 1/2. 于 是 对 每 一 pe M， 
a(p) 一 了 (Pp) 川 < 1 依 引 理 1.7.3, f : M 一 R" 是 常态 映射 , 再 据 命 题 1.7.1, f 是 闭 
映射 , 因而 它 是 从 M 到 f(M) C Rn" 的 同 胚 . 这 说 明 /是 一 个 光滑 典 入 . 

该 定理 说 明 m 维 光 滑 流 形 可 光滑 嵌入 到 R2m+1 中 作为 闭 子 集 . Whitney 曾 将 
它 改进 为 mm 维 C* 流 形 (k = 1,2,… ,+oo) 可 Cx 嵌入 到 R2"m 中 , 这 里 m > 0. 此 
外 , 车 m > 1, M 可 C 漫 入 到 R2m-1 中 ( 见 文献 [11, 12]). 
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1.8 横 截 正则 性 


反映 所 研究 的 对 象 横 截 相交 或 处 于 一 般 位 置 的 最 简单 例子 是 观察 问 量 空间 V 
的 两 个 子 空间 页 与 您 . 者 它们 的 癌 量 和 为 整个 空间 V, 即 三 十 从 = 六 则 称 Vv 
与 V2 横 截 相交 或 说 处 于 一 般 位 置 . 由 于 微分 流 形 的 切 空间 是 向 量 空间 , 切 映射 是 
切 空间 之 闻 的 线性 映射 , 所 以 可 以 定义 两 个 子 流 形 的 模 截 性 以 及 微分 流 形 之 闻 的 可 
微 映射 与 像 空 间 中 一 子 流 形 的 横 截 性 . 

定义 1.8.1 设 M 和 AN 为 Ce 流 形 , LCN 为 N 的 正则 子 流 形 , f:M 一 N 
为 Ce 映射 . 我 们 说 f 在 点 pe M 与 工 相模 截 ( 记 为 fryL), 如 条 f(p) 4 工 , 或 当 
f(p) e 工时 , 满足 下 列 条 件 


(dj)p(TpM) 十 Ts(p)t 一 Tsp N. 


者 4C M, 且 对 任意 ae 4, 有 /ho 则 称 f 在 4 上 与 L 横 截 , 记 为 fh 4L. 当 
4 = M 时 , 将 fwL 简 记 为 fhL, 它 表示 f 在 M 中 的 每 一 所 都 与 工 横 截 , 此 时 我 
们 说 f 与 L 横 截 或 称 f 在 L 上 是 横 截 正 则 映射 . 

由 定义 易 知 : (1) 若 f : M 一 NN 为 淹没 映射 , 则 对 N 的 任意 正则 子 流 形 工 , 均 
有 fh. (2) 若 N 中 子 流 形 工 = {gq} 为 独 点 集 ( 视 为 0 维 子 流 形 ), 则 jh 当 且 仅 
当 g 为 f 的 正则 值 . 由 此 可 见 , 由 R. Thom 引入 的 横 截 性 是 正则 性 概念 的 延伸 . 

现 假定 工 是 m” 维 光滑 流 形 N 的 正则 子 流 形 , 其 余 维 数 为 k, 又 go E L, 那么 存 
在 围绕 点 go 的 局 部 坐标 系 (Q,%; 1,… ,yn) 使 得 


vyQ NLT) = v8) NN ER x {0}), 


其 中 0 € R*, 于 是 在 QL 上 , Yn—ki+l = Yn—k+2 一 二 mn 一 0. 用 局 部 坐标 ， 
Q 门 L 表示 为 
QMNL= {gq€ Q| yktr(g) = yn-k+2(9) = = yn(q) = 0}, 


命题 1.8.1 设 M 为 mm 维 光滑 流 形 , N, 工 如 上 所 述 , f : M 一 N 为 光滑 师 
射 . 假定 pe 广 !(D),(Q, ;1;… ,yn) 为 围绕 点 f(p) 的 典范 坐标 系 , 那么 


jh 会 p 为 Tower 的 正则 点 ， 


这 里 x :有 R" 一 R 是 从 乘积 空间 R" = Rn** x R* 到 第 二 个 因子 空间 R* 的 投射 
证 明 ” 易 见 ， 
fhyL yof ty(R"™* x {0}), (1) 
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而 上 式 右边 是 说 d(yoj)p(TpM) 与 R"*x{0} 张 成 R" = (R"* x {0 站 @({0} x R*)， 
因此 (1) 式 成 立 当 且 仅 当 R" 的 线性 子 空间 d(wof)s(TpM) 经 投射 7 盖 满 {0} x R*， 
因而 Rankyp(7 oof) = 有 从 而 


fihyL Rankyp(r oof)= 上 上 合 p 为 xroyof 的 正则 点 . 


定理 1.8.1 设 M,N 是 维 数 分 别 为 m 和 n 的 光滑 流 形 , 工 是 N 中 余 维 数 
为 的 正则 子 流 形 . 若 光 滑 上 映射 f: M 一 NN 与 工 横 截 , 则 f-1(L) 是 M 中 余 维 数 
为 k 的 正则 子 流 形 或 为 空 集 . 

证 了 明 ”假设 f-1(L) 关 @, 取 pe f-1(L). 设 (Q,y;1,… ,yn) 是 围绕 点 f(p) 
的 典范 坐标 系 , r : R” 一 RR*, (yi1,… ,yn) 一 (yn 一 1 为 投射 , 则 

QNL=vY on (0), 0¢€R®, 


f-'(QNL)= fo on (0)= (royof) (0). 
由 于 jh 五, 因此 
fhL,peEf ALN RQ) SS Ranky(r oy of)=%, 


点 0€R* 是 nowof 的 正则 值 . 根据 定理 1.5.1, f-1(Q 门 5) = (rowof)-1(0) 是 
M 的 正则 子 流 形 , 维 数 为 m 一 k. 由 于 点 pe f-1(L) 是 任 取 的 , 所 以 广 !(C) 是 M 
中 余 维 数 为 & 的 正则 子 流 形 (图 1.13). 


M NM) 


人 


SN 

-= y(Q) 

?| 
图 1.13 


定理 1.8.2” 设 M,N 分 别 是 m 维和 nn 维 光 滑 流 形 , 工 是 NN 中 余 维 数 为 天 
的 闭 正 则 子 流 形 , 4 C MM 为 闭 子 集 . 又 设 f : M 一 NN 为 光滑 映射 且 fmhaL. 令 
6 : M 一 及 为 正 连续 函数 , 那么 存在 Ce。 上 映射 g: M 一 N 使 得 
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(i) gh 研 , 即 9 在 工 上 是 横 截 正则 的 ， 

(i)g 是 了 的 5- 允 近 ， 

(iii) f|4 = 9|4. 

证 明 方法 类 似 于 定理 1.7.1, 首先 证 明 下 面 的 引 理 . 

引 理 1.8.1 设 U 是 Rm 中 的 开 集 , f :U 一 Rn" 为 Coe 映射 , 则 对 任意 的 
e > 0, 存在 ”xm 矩阵 4 = (ai;) 和 mnxl 矩阵 2 = (bi), 满足 条 件 |4| = maxt{loijl} < 


e,|bi| <e (i = 1,.… ,n), 并 且 使 得 g(x) = f(z) + 4Az 十 b 以 0€R" 为 正则 值 . 

证 明 当 mm <m 时 引 理 显然 成 立 , 因为 这 时 f(U) 具有 零 测 度 , 可 选取 4 = 0， 
b 尽量 小 , 又 使 得 0 不 在 g 的 像 中 , 从 而 0 为 g 的 正则 值 . 

当 m > n 时 , 我 们 希望 Dg(z) = Df(z) + 4 的 秩 为 n, 其 中 xz 跑 遍 所 有 满足 


g(7) = f(z)+ Az+b=0 


的 点 . 因此 4 属于 Q 一 Df(z) 型 ,b 属于 一 f(z) -4.z 型 , 其 中 Q 的 秩 为 n. 现 
定义 
Fi: Mn,m;k) xU— M(n,m) x R", 
Fi(Q,7) = (Q— DF(z),—f(z) — (Q— Df(z)): 7). 

及 显然 是 Cee 的 . 车 kk <n, 及 的 定义 域 的 维 数 k(n 十 m 一 kj 十 m << (n 一 1)(n++ 
mmo1)+m=n+nm—1<nt+nm = dim(M(n,m) x R"), 因此 ,及 的 像 
ImF 具有 零 测度 , 所 以 对 于 任 给 的 s > 0, 存在 (4,b) 使 得 |aij| < ,|bi| < ei = 
1,.…- ,nN;7 二 1,... ;12) 且 

n—l 

(4, b) ¢ U ImF. 
k=0 


然后 令 g(z) = f(z) + hz 十 b, 则 0€ R" 是 g 的 正则 值 ( 留 给 读者 验证 ). 
定理 1.8.2 的 证 明 ”ff 在 一 点 处 具有 横 截 正 则 性 必 在 该 点 的 某 开 邻 城内 具有 
横 截 正则 性 , 因此 由 条 件 f ha 可 知 , 存在 4 在 M 中 的 开 邻 城 U, 使 得 f hw 工 . 
对 于 N 中 的 子 流 形 L, 选取 可 数 个 典范 坐标 系 {(Q;,;)|j = 1,2,…】, 使 得 


U Q; 2 工 ,那么 {N 一 工 = Qo,Q;,i > 1} 是 NN 的 开 覆 羡 , {f-1(Qj = 0,1,2,…} 


与 {U0, MA} 都 是 M 的 开 覆 盖 , 设 {(Ui, yi)|i e Z} 为 这 两 个 覆盖 的 开 加 细 , 如 命题 
1.2.1 中 所 述 , 对 于 i > 1, pi(Ui) = Bo(3), Vi = pi (Bo(2)), Wi = p73 (Bo(l)), {Wi} 
覆盖 M.{U;} 是 局 部 有 限 族 , 这 些 U 用 整数 i 标号 , 并 且 i<0 台 UcU 或 
Ui Cf-1(Qo0) = f-!1(N 一 工 ). 而 对 于 每 一 个 i > 1, 选 j(i) > 0, 使 得 f(Ui) C Qj 

设 上 : Rn" 一 恨 为 C” 函数 , 使 得 当 z e Bo(1) 时 ,6(z) =1; 当 ze€ Bo(2)-Bo(1) 
时 , 0 < 上 (z) < 1; 当 zeRm -Bo(2) 时 , 6(z) = 0. 对 于 i>1, 令 入 :M 一 及 定 


1.8 ” 横 截 正则 性 .51. 


义 为 
js) é(9i(p)), p EUi, 
-人 peM— HU. 
现 归 纳 地 构 作 一 列 光滑 映射 {gx:M— N} 如 下 . 令 go = f. 设 gs_1 已 确 
定 , 它 在 gf5(D 四 丙 中 的 每 一 点 处 都 满足 模 截 正则 性 条 件 , 并 且 对 每 一 个 
I]< | 


i 之 1, 有 gk-1( 记 ) C QjG): 令 j= j(k), 特别 地 有 gp-1(Ve) C Q; 

考虑 roVj ogk-_10 px' : Bo(3) 一 R*, 其 中 :RR" 一 R*,A(yi, ,Yn_ktl ， 
yn) = (yn_kt1,… ,Yn). 根据 引 理 1.8.1, 存在 任意 小 的 仿 射 映射 a(z) = Bz +b 使 
得 rowWiogk-l opr! +a: Bo(3) 一 R* 以 0€ R* 为 正则 值 . 将 R* 视 为 R" 的 子 空 
间 {0} x R*, 定义 gi :M 一 入 为 


gk(p) = | 7 (pi ogk-1(p) + a(Pk(P)) MP)), pe 了 
gk—1(D), DERM- 芭 . 


此 处 a 待定 .首先 应 当 使 B € M(k,m),b € R* 因而 a 取得 足够 小 , 满足 如 下 要 

求 : (i) 对 于 pe WV, wi(gk-1(p))+a(pxr(p)) :Ar(p) € Vi(Q;), (i) gk 是 gr-1 的 6/2…- 通 

近 , (ii) 对 i> 1,gr(W) C Qi 这 是 可 能 的 , 因为 只 有 有 限 个 V 与 Vi 相交 . 
上 面 已 证 得 gx 在 gz1(Z) 门 Wi 的 每 一 点 处 都 满足 横 截 正则 性 条 件 , 希望 取 a 


足够 小 , 使 得 在 9 ( 盖 ) 门 四 丙 的 每 一 点 处 都 满足 这 一 条 件 . 为 此 考虑 这 一 集 
合 与 到 的 交 即 可 . 将 这 个 交集 记 为 K, 并 考察 映射 
(p,a) = G(p,a) = (gr(p), D(r oi o 9k op )(Px(p))) EN x M(k,m), 
其 中 pe K. 映射 G 是 连续 的 , 它 将 KK x {0} 映 到 N x M(k,m) 的 开 子 集 
[(N =—Z) x M(k,m)] U [N x M(k, ms; k)] 
中 ,因此 当 a 充分 小 时 ，G(p,a) 必 属 于 上 述 开 子 集 , 其 中 pe 天 从 而 % 在 
gr (5)NN 四 丙 的 每 一 点 处 满足 横 截 正则 性 条 件 . 


如 前 面 所 做 的 那样 , 令 g(p) = ,lim gx(p), 则 9 : M 一 入 为 定理 中 满足 0 
(i), ( 道 ) 的 Cee 映射 . 

本 定理 说 明 与 子 流 形 工 横 截 的 映射 9 : M 一 NN 组 成 的 集 在 所 有 的 光滑 映射 
1:M 一 N 组 成 的 空间 中 处 处 稠密 , 即 在 任意 光滑 映射 /的 任意 邻 域 中 , 存在 与 
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横 截 的 映射 . 在 这 个 意义 上 , 横 截 正则 映射 是 一 种 “上 典型 ”的 映射 . 通过 对 给 定 的 
光滑 映射 的 一 个 任意 小 的 扰动 (在 光滑 映射 类 中 ) 而 使 它 处 于 “一 般 位 置 ", 即 成 为 
横 截 正则 映射 . 横 截 正则 性 的 慨 念 容许 我 们 引入 横 截 相交 子 流 形 的 概念 . 

定义 1.8.2 设 工 和 PP 是 光滑 流 形 N 的 两 个 正则 子 流 形 ， 如果 包含 映射 
ip : 卫 一 和 横 截 于 L, 则 称 P 与 工 在 NN 中 是 横 截 相交 的 , 或 说 已 和 工 在 N 中 
处 于 一 般 位 置 . 

横 截 相交 关系 是 对 称 的 . 在 上 述 定义 中 可 以 用 包含 关系 ii : L 一 NN 替代 ip， 
禄 给 读者 证 之 . 另外 , 我 们 还 可 用 下 列 方式 等 价 地 定义 . 

如 果 PN 门 L 关 2, 则 对 每 一 ge P 门 L, 有 - 


ToL 十 TaP 一 TaN, 


即 在 交 P 门 L 中 的 每 一 点 gq 处 , 切 空间 TL 和 TP 张 成 整个 TN, 则 称 P 和 工 横 
截 相交 . 

由 定理 1.8.1 知 , 若 P 门 ZL 关 儿 , 则 PNL= 讶 1(L) 为 PP 的 正则 子 流 形 , 维 数 
为 dim P+dimL-— dimN. 

在 光滑 映射 的 横 截 性 理论 中 , 下 列 含 参 数 的 横 截 性 定理 很 有 用 , 更 多 的 内 容 可 
参看 文献 [10, 13]. 

定理 1.8.3 设 A,M,N 和 工 是 光滑 流 形 , 且 Lc N 是 NN 的 正则 子 流 形 ， 
并 设 下 :A x M 一 入 是 光滑 映射 如 果 下 L, 那么 对 于 几乎 所 有 的 入 Ee A ( 即 
对 A 中 除去 一 个 零 测 度 集 外 的 所 有 入 ), 由 式 及 (p) = F(A,p),p €E M 定义 的 映射 
F :MM 一 NWN 和 丝 与 工 横 截 , 即 五 小 LL. 

证 明 留 作 习题 . 我 们 把 流 形 A 视 为 “参数 流 形 ”, F 看 做 由 Cee 映射 及 组 成 的 
光滑 映射 族 {五 }, 它 以 入 e A 为 参数 . 本 定理 说 明 可 以 将 最 初 的 映射 轧 。: M 一 N 
变 为 一 般 位 置 . 

作为 本 节 的 结尾 , 最 后 谈 谈 映射 的 允 近 , 因为 定理 1.8.2 以 及 上 一 节 几 个 定理 
都 涉及 到 它 . 当 谈 到 两 个 光滑 映射 和 9 接近 时 , 我 们 仅 考 虑 它们 相应 的 映射 值 彼 
此 接近 , 即 考虑 在 连续 (0?) 意义 下 9 逼近 f. 还 可 以 进一步 提出 要 求 , 要 求 /和 9 
的 所 有 对 应 的 一 阶 偏 导 数 彼此 也 接近 ,甚至 要 求 f 和 9 的 从 一 阶 直 到 > 阶 的 所 有 
对 应 的 偏 导 数 彼此 接近 , 为 此 必须 对 所 有 Cr 映射 组 成 的 映射 空间 Cr(M, N) 引入 
Whitney Cr 拓扑 (又 称 C7 强 拓扑 ), 以 便 讨 论 Cr 意义 下 映射 的 逼近 ( 见 文 献 [11] 
或 [14). 如 果 对 于 Cee 映射 f 和 g, 考虑 它们 的 各 阶 对 应 的 导数 彼此 接近 , 需 对 映 
射 空间 Cee(M, N) 赋予 Whitney Cee。 拓扑 (又 称 Ce 强 拓扑 ). 这 样 一 来 , 上 一 节 
Whitney 浸入 与 嵌入 定理 以 及 本 节 Thom 横 截 性 定理 中 关于 映射 的 逼近 要 求 还 可 
进一步 加 强 , 表述 得 更 为 精确 (例如 参见 文献 [14])， 
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1. 设 ho 是 n 维 流 形 M 的 一 个 局 部 坐标 卡 集 , 满足 下 列 条 件 ; 

1) .4o 中 的 所 有 坐标 域 构成 M 的 一 个 开 覆 盖 ; 

2) 属于 .4o 的 任意 两 个 局 部 坐标 卡 是 Cr- 相 容 的 . 
证 明 : 车 M 的 两 个 局 部 坐标 系 (UPp) 和 (V W 与 4o 中 每 一 个 成 员 都 是 Cr- 相 容 的 ， 则 
(U,y) 和 (VW%) 是 C7- 相 容 的 . 

2. 设 S={(zy)eRR2lz 一 y= 1}), 证 明 两 个 局 部 坐标 卡 pz : {(z,y) ES| 土 2 > 0} 一 
有 R, p+(z,y) 二 定义 了 非 连通 集 S 上 的 一 个 流 形 结构 . 

3. 证 明 M = {(z, f(z))|f(z) = |z|} 不 能 成 为 R? 的 C"- 子 流 形 (7 > 1). 

4. 设 4; B 分 别 是 微分 流 形 M 和 NN 的 正则 子 流 形 , 证 明 : A x B 是 M x N 的 正则 子 
流 形 . 

5. 设 (Mi1,D1) 和 (M2, D2) 是 C™' 流 形 (MD) 的 两 个 C™ 正则 子 流 形 . 如 果 Ma = M2， 
则 Pi = Dz. 对 非 正则 子 流 形 结论 是 否 成 立 ? 

6. 设 M 为 C2 流 形 , A 和 B 为 M 的 闭 子 集 , 4A 门 B=%. 试 证 存在 we C™”(M), 满足 

1) 0 < yw(p) 和 DYpeM; 

0,， vp € 4， 

2) | 1l, vpE€B. 

7. 设 U 和 V 是 微分 流 形 M 的 开 子 集 ，M = UUV, 求证 存在 光滑 函数 f : M 一 及 和 
g : M 一 了 使 得 Supp(g) CU,Supp(f)cV, 并 有 f+g=1. z 

8. 设 M 是 Ce 流 形 , {Ki} 是 M 的 一 个 紧 致 集 族 , {Vi} 是 M 的 一 个 局 部 有 限 的 开 集 
族 , Ki C Vi,i = 1,2,…, 并 且 U Ki = M, 则 对 任意 给 定 的 一 族 正 实数 {ei}, 存在 光滑 函数 
Ee : M 一 R, 适合 条 件 | z 

0<el(p) &ei, Vpe€ Ki,i=1,2,..- 

9. 设 4 是 R” 的 闭 子 集 , 试 证 存在 fe C™”(R"), 适合 条 件 : 

1) f(x) > 0,vz € R"; 

2) 三 (0) = 4. 

10. 设 映射 f : R? 一 R? 定义 为 


I I 
Yi 二 Tlie? 二 2x2, ya 一 Tile ”一 22) 


证 明 f 是 光滑 同 胚 , 并 求 切 映射 df 和 余 切 映射 /* 在 自然 基底 下 的 矩阵 
11. 设 映 射 f : R? 一 R? 和 9 :及 3 一 及 2 分 别 定 义 为 : 


f(x) = (ez1+z2,37a — cos xz1, 7? + x2 + 2), 


求 d(go f)o 及 d(f og)o. 
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、 12. 设 M 是 紧 致 光滑 流 形 , f : M 一 取 是 光滑 函数 , 证 明 : 在 M 上 至 少 存在 两 个 点 p 和 
g, 使 得 (df)。 和 (df)。 都 是 零 映 射 . 

13. 设 M 是 mm 维 紧 致 光滑 流 形 ，f : M 一 Rm 是 光滑 映射 , 证 明 : 在 M 上 至 少 存在 一 
点 p, 使 得 (df)s 的 秩 小 于 mm. 

14. 证 明 : 如 果 多 : M 一 N 是 光滑 的 单一 满 映射 并 且 dw 的 核 处 处 为 0, 那么 y 是 一 


个 微分 同 胚 . 
n 二 1 
a- 上 定义 ff:S" 一 民 为 
?4 一】 


f(z1,… ,Zn+1) 二 Zn+1, 证 明 ps(0,:…0, 一 1) 和 Pn(0,… ,0,1) 为 的 非 退 化 临界 点 , 指数 
分 别 为 0 和 m. 

16. 设 U 是 Rm 中 的 开 集 , fj es C™”(U), 则 存在 长 度 可 任意 小 的 向 量 be R™, 使 得 函数 
9g(z) = f(z) -bz 在 V 上 没有 退化 临界 点 , 其 中 b.z 表示 向 量 5 与 向 量 z 的 数量 积 . 

17. 设 M 是 R” 的 正则 子 流 形 ，f e C™”(MM), 试 证 几乎 所 有 的 we R” 都 使 得 如 下 定义 
的 g 的 所 有 临界 点 都 是 非 退 化 的 , 这 里 g : M 一 及 定义 为 z 上 f(z) 十 wu: zx, 其 中 心 .zz 表示 
问 量 w 与 向 量 z 的 数量 积 . 


18. 设 了 :了 R? 一 及 定义 为 flz, 力 三 2 十 zy 十 多 十 1 对 于 点 p(0,0),p (3) 
f-:(f(p)) 是 否 为 R? 的 一 个 子 流 形 或 嵌入 子 流 形 ? 


19. 利用 由 F(z1, x2,23, 74, 75, 76) = (27172— 76,27273— 74,27371— 728, 7T475 一 V273s76， 
LT5T6— V2T1T4, T4T6— V2T275) 定义 的 映射 F :Rs—{0} 一 Rs, 证明 {(z?,y?, 22, V2yz, V2zz， 
V27ry) € RS|z,y,z € 有 R} 是 RS 的 一 个 子 流 形 . 

20， 设 (M,p) 是 N 的 嵌入 子 流 形 ,， 且 p(M) 是 N 中 的 闭 子 集 ， 证 明 对 任意 f e 
C™”(M), 必 存 在 ge Ce(N) 使 得 gop=f. 

21. 设 下 :M 一 NN 是 从 流 形 M 到 流 形 N 的 嵌入 映射 , 则 FF(M) 是 NN 的 正则 子 流 形 . 

22. 设 (Mi 户 ) 是 Ni 的 嵌入 子 流 形 , i = 1,2, 证 明 (Mai x Mz, 了 f) 是 Ni x Na 的 嵌入 子 
流 形 , 其 中 f(zxi, 7z2) = (fi(721), f2(722)), (71, 72) E M1 x M2， 

23. 设 m <n,7 :了 "一 及 7 是 投影 即 r( ,加 ) = 二 (V1,… ,ym). 叉 设 p:M 一 RR" 
是 光滑 映射 , 证 明 : 如 果 x oo :MM 一 Rm 是 浸入 , 那么 9p: M 一 RR” 也 是 漫 入 . 

24. 设 XY 和 2 是 微分 流 形 , f :X 一 Y 和 9g:Y 一 2 是 可 微 映射 , 试 证 : 

1) 如 果 go f 是 浸入 映射 , 那么 f 也 是 浸入 映射 ; 

2) 如 果 go f 是 淹没 映射 , 并 且 j 是 满 射 , 那么 g 也 是 淹没 映射 . 

25. 设 (M, p) 是 N 的 子 流 形 , 并 且 dim M = dim N, 证 明 : 将 M 的 微分 结构 经 过 p 移 
植 到 2(M) 之 后 , p(M) 是 N 的 开 子 流 形 . 

26. 设 znti = f(z1,… ,Zn) 关于 zi(i = 1,… ,n) 有 7 阶 连续 偏 导数 , 证 明 : 超 曲面 
Tn+1 二 (71,… ,Zn) 是 了 "+ 的 m 维 C" 正则 子 流 形 . 

27. 证 明 : 环 面 T? : (zx,y,z) = ((b 二 acos0)cosy,(b+acos0)siny,asin0), (0(<a<b) 
是 R* 的 2- 维 正则 子 流 形 . 


15,. 在 mm 维 球面 gm 一 te , Tn+1) E R"+! 
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28. 设 M,N 为 微分 流 形 ，f : M 一 NN 为 光滑 映射 . 如 果 对 每 一 p € M, Rankpf = 大 
( 定 值 )， 则 对 每 一 gq € f(M),f-i(q) 是 M 中 余 维 数 为 的 正则 子 流 形 ， 并 且 对 任意 PE 
f(gq), Tp(f™ (gq)) = Ker (df)r. 

29. 设 f : 民 一 R? 定义 为 f(t) = (t, 刀 ), 工 是 R? 中 的 zx 轴 , 问 与 工 横 截 否 ? 若 将 f 
改 为 f(t) = (t, 娘 一 1) 呢 ? 

30. 设 f : M 一 R* 是 微分 流 形 M 到 R* 的 光滑 映射 , N 是 R* 的 正则 子 流 形 , 求证 : 对 
任 给 的 s > 0, 存在 ve R*, ||vl| < se, 使 得 由 p > f(p) 十 v,p E M 定义 的 映射 9 : M 一 R* 
与 N 横 截 . 

31. 设 M, N 和 工 都 是 微分 流 形 , W 是 工 的 正则 子 流 形 , 且 f:M 一 N 和 g:N 一 芽 
都 是 光滑 映射 , 并 且 9 与 W 横 截 . 求证 : f 与 ogo-'(W) 横 截 当 且 仅 当 go 与 W 横 截 . 

32. 证 明定 理 1.8.3. 

33. 试 应 用 Whitney 嵌入 定理 证 明 : 任何 光滑 流 形 都 可 赋予 度量 使 之 成 为 一 个 完备 的 度 
量 空间 . 
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多 元 函数 微分 学 的 一 个 基本 概念 是 导数 , 更 精确 地 说 是 方 同 导数 . 把 它 应 用 到 
一 般 的 微分 流 形 M 上 去 , 选 定 一 点 po e M, 取 一 个 切 向 量 Xp，e 7 M, 将 它 看 
成 是 一 个 算 子 作用 于 函数 f 就 得 到 一 个 数 Xs。f, 即 f 在 点 po 沿 X。 的 导数 .如 
果 对 于 M 的 每 个 点 p, 选 定 一 个 方向 X, e T,M, 便 定义 了 M 上 的 一 个 切 向 量 场 
X, 它 是 M 的 切 从 TM 的 截面 , 2.1 节 讨 论 的 切 从 和 余 切 从 是 一 般 问 量 从 的 重要 特 
例 . 研究 问 量 场 的 几何 自然 会 讨论 回 量 场 的 积分 曲线 , 求 积 分 曲线 就 是 求解 某 种 类 
型 的 常 微分 方程 组 的 解 曲 线 . 而 积分 曲线 的 最 重要 性 质 是 它 的 “ 群 性 质 ”, 因此 2.2 
节 引 出 流 与 单 参数 变换 群 的 概念 ,从 局 部 来 看 , 可 以 把 一 个 向 量 场 的 诸 积 分 曲线 拉 
直 , 作为 推广 , 能 否 把 一 族 向 量 场 X1,… ,总 的 积分 曲线 同时 拉 直 呢 ? 2.3 节 介 绍 
的 Frobenius 定理 给 出 了 深刻 的 回答 . 2.6 节 介 绍 的 李 (Lie) 导数 使 我 们 知道 向量 场 
与 微分 形式 (以 及 更 一 般 的 混合 张 量 场 ) 可 以 对 给 定 的 回 量 场 进行 微分 运算 . 然而 
在 流 形 上 人 们 最 常 遇 到 的 是 外 微分 形式 , 它 自然 地 出 现在 几何 与 分 析 、 力学 和 物理 
学 等 学 科 里 . 作为 准备 , 2.4 节 讨 论 向 量 空间 上 的 外 代数 ，2.5 节 对 流 形 上 的 外 微分 
形式 给 出 定义 后 , 引进 了 重要 的 外 微分 运算 , 阐述 支配 它 的 运算 法 则 . 而 对 外 微分 
形式 是 闭 的 还 是 恰当 的 加 以 区 分 , 比较 闭 形式 群 与 恰当 形式 群 之 间 的 差异 程度 可 导 
入 流 形 的 de Rham 上 同调 群 概念 , 2.7 节 陈 述 的 de Rham 定理 告诉 我 们 , de Rham 
上 同调 群 不 仅 是 微分 同 胚 意义 下 的 不 变量 , 由 流 形 的 微分 结构 所 决定 , 而 且 它 还 是 
拓扑 不 变量 . 本 章 的 内 容 在 本 书 中 也 是 最 基本 的 . 


2.1 切 从 和 余 切 从 


2.1.1 切 丛 


给 定 一 个 流 形 M. 对 于 每 个 点 pe M, 可 以 联系 它 的 切 空间 T,M. 现在 考虑 
所 有 这 样 的 切 空间 的 不 交 并 TM, 问 能 否 赋予 拓扑 结构 与 微分 结构 , 使 之 成 为 微分 
流 形 呢 ? 
TbM 可 以 表 为 = Se 中 其 中 ai = dzi(X). ee :TpM 一 R™ 定义 为 
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bp(X) = 0, (> 二 = (ob ,am), (1) 
i=1 ”了 
显然 0, 是 问 量 空间 TpM 与 了 m 之 间 的 一 个 同 构 . 假定 (V,y;1,… ,ym) 是 围绕 
所 p 的 为 一 个 坐标 卡 , 并 设 n, : ToM 一 Rm 是 与 坐标 卡 (V, 少 ) 相关 联 的 类 似 于 9， 
的 同 构 映 射 , 易 见 
1pob = 一 dop  )(p(p)). (2) 


定理 2.1.1 设 M 是 mm 维 光滑 流 形 , 带 有 微分 结构 D, 则 


TM= U TM 
pEM 


可 以 赋予 流 形 结构 , 使 之 成 为 一 个 2m 维 光滑 流 形 . 这 个 流 形 称 为 M 的 切 从 . 
证 明 ”首先 定义 自然 投影 7 :TM 一 M 如 下 : 设 铸 ETM, 则 Xe TM 对 
于 某 个 唯一 的 pe M. 令 r(X) = p, 于 是 在 点 p 处 的 纤维 7-!({p}) = TopM 具有 mm 
维 实 向 量 空间 结构 . 
设 (U, wp) e D, 其 坐标 函数 为 z1,… ,zm. 定义 


To :TU)= UU TM 一 下 ”xx 及 
peU 
如 下 : 对 Xer-1(U0), 令 


Tp(X)= (Pr 全) Or(x)(X)) 
一 (z1(7(X)), 机 ,Tm(7( 关 )), dz1( 关 )， 7 , dzm( 关 )). 


由 于 7 :TM 一 M 是 满 射 ,并且 局 部 坐标 域 U 的 全 体 履 盖 M, 因此 {7-1(U)|(U, yp) e 
D} 履 次 了 TM. 而 97() 及 vp 都 是 单 射 , 故 re。 = (pom， 07.)) 是 单 射 . 又 rp(r (DU)) = 
Pp(0) x 有 Rm, 所 以 r。 是 到 R2m 的 开 子 集 p(U) x Rm 上 的 双 射 . 将 p(U) x R™ 的 各 
开 子 集 在 7 下 的 原 像 取 作 TM 的 拓扑 基 成 员 , 因而 集 族 


{Tp (W)|W 为 p(V) x R" 中 的 开 集 , (U, p) € D} 


形成 TM 的 拓扑 基 . 于 是 每 一 rp :7-1(U) 一 p(U0) x Rm 是 拓扑 同 胚 , TM 成 为 一 
个 有 可 数 拓扑 基 且 局 部 欧 氏 化 的 Hausdorf 空间 . 例如 就 TM 是 Hausdorff 空间 证 
明 如 下 . 给 定 不 同 的 Xi, Xe TM , 分 两 种 情形 讨论 : 

(1) X1 € Tp», MX €E Tp M,p1#p72. 因 M 是 ZT 空间 , 故 存在 围绕 点 p; 的 坐 
标 卡 (Ui, pi), i = 1,2, 使 得 Un Us = 9 于 是 rr-1(D) 和 -1(U2) 将 是 TM 中 分 
别 包含 X1 和 Xs2 的 不 交 开 集 ; 
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(2) r(X1) = T(X2) = p. 设 (由 op) 是 围绕 点 p 的 坐标 卡 . 因 Xi 承 X2, 故 
0,(X1) 0p(X2). 而 0,(X1) 和 90,(X2) 都 属于 R™m, 所 以 存在 及 m 中 分 别 包 含 9,(X1) 
和 0,(X2) 的 不 交 开 集 页 和 Vi, 从 而 Tp (yp(U0) xVW) 和 To 7 (wp(U0)xW) 是 TM 中 
分 别 包含 Xi 和 XX 的 不 交 开 集 . z 

由 上 面 的 讨论 可 知 TM 是 一 个 2m 维 拓扑 流 形 , 下 面 讨论 微分 结构 . 选取 TM 
的 坐标 卡 集 的 任意 两 个 成 员 (x-1(0),7p) 和 (r+(V), 区), 它们 分 别 对 应 于 M 的 
两 个 坐标 卡 (U, p) 和 (办 . 需 证 

Wop :T(r (UN 人) 一 mr (DT Nr (V) 
是 Cee 映射 , 即 证 它 是 从 p(UNV) xRm 到 yw(UNV)xR"™m 的 C” 映射 . 由 (2) 式 
知 ， 
mo7D =(Wop 1ob)= 人 oo do 一 )). 
由 于 oy-!€ C™”, 因此 morzleCo. 设 D' 是 包含 
{(r (UV), Tp)|(U, p) € D} 


且 满 足 相 容 性 条 件 的 极 大 集 族 , 则 D' 是 TM 的 微分 结构 . TM 赋予 微分 结构 DD 
成 为 一 个 2m : 维 光滑 流 形 . TM 的 成 员 有 时 写 为 (p,X), 其 中 pe M,X eT,M. 

现在 设 M,N 分 别 是 维 数 为 m 和 m 的 微分 流 形 , f : M 一 N 是 光滑 映射 . 定 
义 从 切 从 TM 到 TN 的 切 映 射 df 为 : 对 任意 pe M, 在 T,M 上 ,df = (df)y. 

命题 2.1.1 设 f:M 一 为 光滑 映射 , 则 df : TM 一 TN 亦 为 光滑 映射 . 

证 了 明 ” 任 取 z e TM, 依 定义 1. 1. 4, 需 证 存在 TM 的 一 个 围绕 z 的 坐标 卡 
(m1(U0),7p) 和 TN 的 一 个 围绕 df(z) 的 坐标 卡 (x-(V),7y), 使 得 df(r 一 (D)) C 
7-1(V), 并 且 定 义 在 开 集 ro(r-!(D)) 上 的 mo df o7z 是 一 个 Cee 映射 . 这 里 我 
们 把 从 TM 到 M 上 和 从 TN 到 N 上 的 两 个 自然 投影 都 记 为 x. 

设 r(z) =p, 则 zeTM, df(z) = (df)p(z)e Ty(p)N. 因 f 是 Cw 映射 , 故 存 
在 M 在 点 p 的 一 个 坐标 卡 (U,y) 和 NN 在 点 g = f(p) 的 一 个 坐标 卡 (V,w), 使 得 
FU) CV 并且 wofow-! 是 C” 映射 . 现在 考虑 TM 在 z 的 坐标 卡 (x-1(U),7y) 
和 TN 在 (df)(z) 的 坐标 卡 (x-1(V),7y), 首先 我 们 断言 :df (x-1(U)) Cc -1(V). 事 
实 上 , 如 果 we rr-1(D), 那么 以 是 M 在 U 的 一 个 点 po = 7(w) 处 的 切 回 量 , 于 是 
(dj)(w) = (df)p, (oo € Trp )N. 由 于 f (po) EV, 因此 df (wu) er  (V). 

另外 , 由 下 面 左 图 的 交换 性 可 推出 下 面 右 图 的 交换 性 


f (df) 
UY> Vv ToM 一 一 一 TnplN 
% » 0, Nf(p) 


HUD pg ~ AY) ™ d(wofop™ )o(p) . 
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因而 (df)p 一 NF) od(vy of op )(w0p)) op. X Ty 一 (pon, O70.)), Ty 一 (WB on, nr(.)), 
故 可 推出 wodfo7T5! = (Wofoy-!,d(Wofoyw !)) 是 C™ 映射 


2.1.2” 余 切 从 
设 (M,D) 为 m 维 光滑 流 形 , 令 


T*M= UU T»>M. 
pEM 
定义 从 T*M 到 M 上 的 自然 投影 x :7T*M 一 M 如 下 :者 we T*M, 则 x'(w) = 2 
假设 (U, p; ZT1,: , Tm) 二 D, 定义 


im) U0)=U TM oR xR" 
DEL 
如 下 : 对 we (mr)-!L(D), 令 


0) = (armnrejo( 下 ) ee( 让) 


易 见 六 (mw)-1D)) = p(U) x Rm, 7 是 到 及 2m 中 的 开 子 集 p(U) x Rm 上 的 双 射 

采用 对 于 切 从 TM 的 同样 手法 , 赋予 T*M 拓扑 结构 与 微分 结构 , 把 T*M 构 
建 为 一 个 流 形 , 称 为 M 的 余 切 从 (细节 请 读者 补 述 ). 

将 切 从 与 余 切 从 的 构造 进一步 抽象 化 , 在 微分 流 形 M 的 每 一 点 配 上 一 个 适当 
的 向 量 空 间 以 形成 向 量 从 , 它 的 一 个 显著 特点 是 局 部 为 积 流 形 , 形 如 U x R*(U 为 
M 的 坐标 域 ), 因此 向 量 从 又 可 视 为 积 流 形 的 推广 . 

2.1.3 ”向 量 从 的 概念 

定义 2.1.1 ” 设 E, M 是 两 个 光滑 流 形 , 7 : EE _，M 是 映 上 的 光滑 映射 , R* 为 
k 维 实 向 量 空间 .车 下 列 条 件 (0 、(2) 成 立 , 则 称 (5, M, 7) 为 流 形 M 上 的 大 维 
C~ 实 向 量 从 , 并 称 巨 为 全 空间 , M 为 底 空间 , 7 为 从 投影 , R* 为 纤维 型 . 条 件 (1) 
和 (2) 如 下 : 

(1) 对 任意 p e M, 集合 EE, = r-1(p) 具有 大 维 实 向 量 空间 结构 , 称 为 点 p 上 
的 纤维 ; 

(2) 存在 M 的 开 覆 盖 U ,并且 对 每 一 个 Ue 2 , 存在 Ce 微分 同 胚 


puU :Nn Uo UxR" 


使 得 
(i) pio pvu = 7 其 中 pi :U x R* 一 U 表 投 影 ， 
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(ii) 对 任意 pe Zr, 映射 Up = pvulEe, : Ey 一 {p} x R* 是 癌 量 空间 之 间 的 同 构 
(图 2.1). 


E 
TD UxR* 
PU 


\ 
|” 
T D1 {p} xR* 
7 ~ Tri(D) ~ D/ 
了 U 
™ (UNVY) 
(0 ™ 0 
UNV 


设 UV EU 且 UNV#9, 则 py o yz 表示 为 
pv op : (UNV) x R*— (UNV) x RY’, 


(p, a) DD (p, gvvu(p)a), 


其 中 gvr(p) €E GL(k, 民 ), 由 此 得 到 的 映射 ov : UNV 一 GL(k, 民 ) 称 为 同 量 从 的 
过 渡 函 数 . 易 见 , 向 量 从 的 过 渡 函 数 满 足下 列 相 容 性 条 件 


gwv gvv = 二 gwu 在 UNnVnNWL 上 . 


直观 上 , 可 以 把 向 量 从 E 看 作 诸 如 U x R*(U 是 M 的 坐标 域 ) 的 积 流 形 沿 着 
流 形 M 的 同一 点 处 的 纤维 粘 合 起 来 的 结果 , 粘 合 时 要 求 纤维 上 的 线性 关系 保持 不 
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变 . 而 过 渡 函 数 告诉 我 们 如 何 将 纤维 上 的 点 粘 合 , 并 且 要 求 过 渡 函 数 光 滑 则 保证 粘 
合 的 光滑 性 . 

在 定义 2.1.1 中 , 如 果 EE, M 仅 要 求 是 Hausdorf 拓扑 空间 , 并 且 定 义 中 的 光 清 
映射 换 为 连续 映射 , 微分 同 及 改 成 拓扑 同 胚 , 那么 (已 , M, 7) 是 维 实 拓 扑 问 量 从 . 

具体 构 作 向 量 从 时 , 采用 下 列 等 价 的 定义 有 时 来 得 方便 . 

定义 2.1.2 设 一 是 一 个 集合 ，M 是 光滑 流 形 , r : EE 一 M 为 满 射 , RE 为 上 
维 实 向 量 空间 . 如 果 

(1) 对 任意 的 pe M, 集合 ,= 7-1(p) 具有 大 维 实 向 量 空间 结构 . 

(2) 存在 M 的 开 履 盖 2 , 并 且 对 每 一 Ue U, 存在 双 射 


pr :NU— UxR 


使 得 
(i) p10 pv =T 其 中 pi :Ux Rr 一 U 为 投影 . 
(i 对 任意 pe U0, 映射 pvp = 9ulg, : Ep 一 {p} x R* 是 癌 量 空间 之 间 的 同 构 . 
(3) 若 UVeU 且 UNV#%, 令 


4V 9 pi (9, a) 一 (p,gvU(p)a)， pe UN V, Q E R*, 


则 要 求 过 渡 函 数 gyw : UNV 一 GL(k,RR) 是 C% 映射 

那么 我 们 把 (E, M,r) 叫做 维 C% 实 向 量 从 . 

注 ”利用 各 个 pj” 把 U x R* 的 拓扑 结构 搬 到 已 中 , 可 赋予 BE 以 拓扑 结构 ， 
并 且 可 以 证 明 赋予 这 种 拓扑 的 空间 E 具有 Ce 微分 结构 ,从 而 (E,M,7) 成 为 
维 Ce 实 向 量 从 (细节 留 给 读者 ). 

现 以 切 从 为 例 讨论 过 渡 函 数 . 设 (Up), (V, 几 ) e D 均 为 围绕 点 pe M 的 局 部 
坐标 卡 , 坐标 函数 分 别 为 zi ,zm 和 yy)… ,ym. 设 关 ET,M C7-1(U0), 此 时 


一 O 
pu (XX) 一 PU (> Bz. 
i=1 


其 中 Qs = X (2;) = dri(X),i= 1,... ) 71. 


) 一 (P,a1,…， , Qm )， 
Pp 


m™m 


wv(X) = (> b; 起 


J=1 


) 一 (p, b1,+…- , bm), 


Dp 


0 
Ox; 


0 


Oy; p 


= 吨 开 


Dp 7 一 1 


其 中 b; = X(y;) = dyji(X) 7 = 1,…,m. 利用 


了 
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1 一 1 … ,77 可 导出 
Oy Oy 
bi OX1 OTm, &1 
bm Oym Oym am 
Ox1 Orm 
因此 
Oy Oy 
OX1 OrTm 
gvv(p) = : : ， 
Oym Oym 
O71 brn /， 


于 是 过 渡 函 数 gov : UNV 一 GL(m,R) 是 Cece 映射 . 
定义 2.1.3 ” 设 (已 , Mr) 为 光滑 实 向 量 从 . 若 Ce。 映射 rc : M 一 已 满足 条 件 
X00 二 idm, 其 中 idxm 表 M 上 的 恒 同 映射 , 则 称 o 为 向 量 从 的 一 个 光滑 截面 . 
积 流 形 M x R* = 是 最 简单 的 向 量 从 , 称 为 M 上 的 平凡 从 , 它 的 截面 c 具 
有 下 列 形式 o(p) = (p, f(p)),pE M, 其 中 是 从 M 到 Rr 的 Ce 映射 


2.2 流 形 上 的 问 量 场 与 流 
2.2.1 ”光滑 向 量 场 


定义 2.2.1 ” 流 形 M 上 的 一 个 向 量 场 X 指 的 是 映射 X : M 一 TM, 它 满足 
roX=idx. 这 里 idx 表 M 上 的 恒 同 映射 , r :TM 一 M 为 自然 投影 . 等 价 地 说 ， 
对 每 一 pe M, 在 映射 X 下 对 应 于 X(p) e T,M. 如 果 开 :M 一 TM 还 是 Coee 的 ， 
那么 X 叫做 M 上 的 光滑 向 量 场 . 简 言 之 , M 上 的 光滑 向 量 场 是 切 从 TM 的 一 个 
光滑 截面 . 

将 M 上 的 光滑 向 量 场 的 全 体 记 为 CX(M,TM). 设 X,Y e Coc(MTAM), AE 
及 , 定义 加 法 + 和 数 匀 和 X 如 下 : 对 每 个 点 pe M, 令 


(X+Y)(p)= X(p)+Y(p), (A 和 AX)(p) = 和 AX(p), 


易 见 C~(M,TM) 为 实 向 量 空间 . 如 果 入 为 M 上 的 Ce 函数 , 记 为 Ae C™(M)， 
规定 (AX)(p) = A(p)X(p),p e M, 则 C%(M,TM) 是 C% 函数 环 Cx(M) 上 的 模 . 
以 下 常常 将 X(p) 记 为 X。. 

命题 2.2.1 设 久 为 C” 流 形 M 上 的 向 量 场 , 则 下 列 陈 述 等 价 : 

和 是 Ce 的 . 
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(让 者 (zt ,zm) 为 M 上 的 一 个 局 部 坐标 系 , 并 假定 {ai} 是 X 上 的 一 族 
函数 , 由 下 式 所 确定 
一 0 
X| 一 Ci) 
9 D0 OT 


则 ai 为 U 上 的 Cee 函数 , 即 ai e Cee(D) = 1 ,mm 

(ii) 对 于 M 的 任意 开 集 V 以 及 任意 fe C™%(V), 有 Xf Ee C™(V), 这 里 Xf 
定义 为 (Xf)(p) = Xpf,p EV. 

证 明 (一 ( 了 和 X 是 Ce 的, 则 和 在 Z 上 的 限制 Xlr 也 是 Cee 的 . 又 dz; 是 
x-1(U) CTAM 上 的 坐标 函数 ( 见 2.1.1), 故 dzieXlu 是 Ce 的 . 而 dzioeXlr = ai 
所 以 a; e C™(U). 

(这 一 (过 ) 只 需 证 明 Xflv es Ce(D), 其 中 (U,z1,… ,zm) 是 M 上 的 任意 局 部 
坐标 系 , 合 于 Uc V. 据 (让 , 有 


于 D 
Xflv = yu 元 ， 
1 一 1 


并 且 等 式 右边 是 UU 上 的 Ce。 函数 , 因而 区 flv 是 Cee 的 . 

(ii 一 (i) 为 证 X 是 Ce 的 , 只 需 证 明 Xv 是 Cee 的 , 其 中 (Uz1,… ,zm) 是 
M 上 的 任意 局 部 坐标 系 . 为 此 只 需 验 证 XIlr 与 x-1(U) 上 的 标准 坐标 函数 的 复合 
是 Ce 函数 即 可 . 因 ri oroX | = zidzio 和 | = 闫 (zi),i = 12 ,m, 它们 均 为 
U 上 的 Ce 函数 , 故 XX|v 是 Ce 的 . 
2.2.2 ”括号 积 

流 形 M 上 的 向 量 场 可 以 看 作 是 Ce(M) 上 的 算 子 , 能 够 运用 它们 作用 于 函数 . 
这 样 , 给 定 X,Y e Cece(M,TAM) 和 je C”(M), 有 函数 Y(f) 和 X(Y(f)) = XY(f)， 
后 者 可 视 为 一 个 “二 阶 导数 ", 因而 不 能 设想 XY 为 一 阶 求 导 算 子 , 不 能 要 求 莱 布 
尼 效 法 则 仍然 适用 . 事实 上 ， 


XY(fg)= X[Y(f)g + fY(9g) 
=[XY(f)gt+Y(f)X(g) + X(f)Y(g) + flXY (9)), 


中 间 两 项 表明 与 莱 布 尼 兹 公式 有 差别 . 这 个 “误差 ”项 对 X 和 Y 是 对 称 的 , 因此 
算 子 XY -YX = [X,Y] 将 是 一 个 求 导 算 子 , 它 叫做 括 孤 运算 . 
定义 2.2.2 设 X 和 YY 为 流 形 M 上 的 光滑 向 量 场 , 它们 的 括号 积 [X,Y] 定 
义 如 下 : 
[X,Y]p(f) = Xp(Yf)— Yo(XT), 
其 中 pe M,f eC™%(M). 
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[X,Y] 是 M 上 的 光滑 向 量 场 . 事实 上 , 对 任意 f,g e Cece(M) 以 及 任意 pe AM， 
有 

(1) [X,Y]p(AMf + 19) = 和 XI 上 +HAEXY]pg Mn € R, 

(2) [X,Y]p(f9) = f(p)[X, Yl]pg + g(p)[X, Ylpf, 
故 [X,Y], e T,M. 并 且 由 命题 2.2.1 知 ， 


[X,Y|f = X(Yf)— Y(Xf) 


是 Cee 的 , 因而 [X,Y] 也 是 Cw 的 , 即 [X,Y] 是 流 形 M 上 的 光滑 向 量 场 . 
下 列 命题 概述 了 括号 积 的 基本 运算 规律 . 
命题 2.2.2 设 X,Y,Z eC%(M,TM), f, geCc(M) NAER, 则 
(i) 双 线 性 [和 AX + pyY, 2] = A[X, 2Z] + yx[Y, 21， 
[X, MY + p2] = MX,Y] TAX 
(ii) 反对 称 性 [X,Y] = 一 [Y,X], 特别 有 [X, X] = 0. 
(iii) [fX,gY] = f(Xg)Y — g(Y f)X + folX, Y]. 
(iv) Jacobi 恒等式 [X, [Y, 21]] + [Y, [2Z,X]| + [2Z, [X,Y]] =0. 
证 明 ”(i),(ii) 是 显然 的 . 
(ii) 设 he C%(M), 则 由 括号 积 的 定义 得 


[fX,gY|h= (fX)(gY)h — (gY )(fX)h 
= (fX)(g:. Yh)— (gY)(f : Xh) 
= f(Xg)(Yh)+ fg:X(Yh)— g(Yf)(Xh)— gf :YY(Xh) 
= {f(Xg)Y — g(Yf)X + fglX,Y]}h. 


(iv) [X, [Y, Z|]f= X([Y, 引力 一 [了 Z|(X) 
= X(Y(2f)— 2(Yf))— (Y(Z(Xf)) — 2Z(Y (XA))). 
(XYZ — XZY _ YZX+ ZYX)f, 
再 由 对 称 性 得 
([X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + (2, [X, YF 
(XYZ — XZY _YZX+ZIYX)f + (YZX —_ YXZ -ZXY + XZY)f 
+(ZXY — ZYX — XYZ +YXZ)f =0. 


性 质 (i),(i),(iv) 说 明 实 向 量 空 间 C%(M,TM) 在 引入 了 括号 积 后 是 一 个 Lie 
代数 . 注意 这 样 的 代数 是 非 结 合 的 . 下 面 用 局 部 坐标 来 表示 [六 ,站 . 设 (U, yp; za， 
zm) 是 流 形 M 上 的 一 个 局 部 坐标 系 , 则 X 和 YY 在 UU 上 可 分 别 表 示 为 


一 0 0 
Xl|v = 2 和 Ylv = 2 bg 
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其 中 @i,b; e C™(U),i= 1 mm 易 见 | 元 | 


ya 一 0, 工科 ?7 < 和 
Ox; Oxj 3 m, 于 是 


[X,Yllv = [Xlo, Ylo] = 守 o 2 > by; 名 |- -99) | 二 
CC ( 充 : ;) 起 —b; ES 无 + aib; 吉 , 吉 |) 


i 二 1] 


— i ,000 
-人 衬 (* 客 -2 总 
设 下 :MM 一 NN 为 C> 映射 ,XX 为 流 形 M 上 的 向 量 场 ， 问 : dF(X) 是 
否 是 N 上 的 向 量 场 呢 ? 举 反 例如 下 : 设 M = R?,N = R,F : R? 一 及 定义 为 
u = F(xz,y) = x. 义 取 X= y 为 R? 上 的 向 量 场 . 对 于 p = (0,0) 和 9 = (0,1)， 
显然 P(p) = F(g) =0, 但 是 (dF)s(Xo) = (dF)s 汪 = 区 六 0 一 (dF)s(Xp). 为 回答 
上 面 的 问题 , 将 M 上 的 癌 量 场 变换 成 NV 上 的 向 量 场 , 现 引 入 下 面 的 
定义 2.2.3 设 F:M 一 NN 为 C” 映射 ,XX 与 Y 分 别 为 M 和 NN 上 的 光滑 
向 量 场 . 如 果 


dFoX=YoF, 

则 称 向 量 场 与 Y 是 F- 相关 的 . 

注 ”上 式 意 指 (df)p(Xp) = 他， 对 每 个 点 p < M.， 而 这 又 等 价 于 对 N 
上 的 任意 Cx 函数 f, 有 (dF)p(Xp)(f) = Yr(p)( 了 ), 或 Xp(f o FF) = (Yf)F0p) = 
(Yf)o F(p), 因此 ， 

X(foF)=(Yf)oF. 

命题 2.2.3 设 F:M 一 NN 为 C> 映射 ,Xi;,Y¥ 分别 为 WM 和 上 的 Ce 回 
量 场 , 且 X;,Y; 是 F- 相关 的 , i = 1,2, 则 问 量 场 [Xi Xz| 与 [于 ,到 ] 也 是 F- 相关 
的 . 

证 了 明 设 pe M,f eC”(N), 有 


(dF)p([X1, X2)p)(f) = [X1, X2]p(f oF,) 
= (Xi)p(X2(f oF)) — (X2)p(X1(f °F)) 
= (Xi)p ((Y2f) oF)— (X2)p ((¥1f)oF,) 
(dF)p(X1)p(Y2f) — (dF)p(X2)p(Y1 7) 
= (Yi1)p(p)(Y2f) — (Y2)F(p)(Y1f) 

一 [5 ， Y2]F(p)(f), 


因此 dF o [Xi, Xz] = [ 卫 , 了 1] o 古 说明 [Xi1, Xz] 与 时, 到] 是 F- 相关 的 . 
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2.2.3 ” 流 形 上 的 流 
定义 2.2.4 设 M 为 微分 流 形 , Cee 映射 


P:RxM—M 


称 为 M 上 的 动力 系统 或 (整体 ) 流 , 如 果 对 所 有 pe M 以 及 t,s Ee RR, 有 

(i) §(0, 7) = 7, 

Gi)$(t, E(s,p)) = $B(t + s,p). 

现 对 $8 从 两 方面 进行 分 析 : 

1) $ 可 用 单 参数 光滑 映射 族 {M 一 M] 来 代替 , 参数 te R, 即 $6 = {6|t € R}， 
其 中 5.:M 一 M,pm $i(p) = $(t,7p), 那么 (i), (ii) 可 表 为 

() Bo=idm, (i)’ &o $= Bs, 
于 是 有 6_; = Bj 1!, 这 说 明 每 一 到 : M 一 M 是 一 个 微分 同 胚 . 将 M 上 的 微分 同 
胚 全 体 记 为 Dif(A), 在 映射 复合 运算 下 作成 一 个 群 . 我 们 把 {5 :M 一 MIERR} 
称 为 M 上 的 单 参数 C~ 变 换 群 . 

光滑 映射 $6 : R x M 一 M 是 一 个 动力 系统 台 映射 + 五 规定 一 个 从 群 
(及 ,十 ) 到 群 Dif(M) 的 群 同 态 , 因此 我 们 说 群 (了 ,+) 作用 于 流 形 M 上 . 

2) 从 另 一 角度 来 考察 流 5 : R x M 一 M. 设 pe M, 我 们 把 曲线 a, :了 一 M， 
tr  Qp(t) = GB(t,p) 称 为 过 点 p 的 流 线 , 而 把 流 线 a 的 像 a,(R) 称 为 过 点 p 的 轨 
道 . 因此 M 上 的 流 5 可 视 为 流 线 族 {a :及 一 MilpesM] 以 M 作为 参数 空间 . 

给 定 M 上 的 流 6, 则 经 过 M 的 每 一 点 的 轨道 恰好 只 有 一 条 . 事实 上 , 对 M 
上 的 点 引入 下 列 关系 : p ~ g 仿 存在 te R 使 得 p = ao(t). 易 见 “一 ”是 一 等 价 关 
系 , 在 该 等 价 关系 下 的 每 一 等 价 类 便 是 轨道 . 

M 上 的 轨道 有 三 种 类 型 , 我 们 试图 给 出 反映 这 三 类 轨道 特性 的 一 般 图 形 , 首先 
给 出 下 列 定义 . 

定义 2.2.5 ” 流 形 M 中 的 光滑 曲线 o : (a,5) 一 M 在 点 to € (a,b) 处 的 切 向 
量 是 向 量 do (中 ) E T(to)M, 把 它 简 记 为 6(to), 称 为 曲线 o 在 点 to 处 的 速度 
向 量 l 

命题 2.2.4 ”给 定 M 上 的 流 $, 则 流 线 a :及 一 M 或 为 单一 浸入 (图 2.2(a)) 
或 为 周期 浸入 (图 2.2(b), 即 a 是 浸入 且 存 在 s > 0, 使 得 ap(t 十 s) = ap(t) 对 所 
有 te 了 皆 成 立 ) 或 为 常 值 映射 ( 即 对 所 有 t, ap(t) = p), 此 时 称 p 为 流 更 的 一 个 
不 动 点 . 
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C2 


(a) (b) 
图 2.2 


证 明 因为 a, : 玉 一 AM 是 流 线 , 因此 ar(to 二 加 = B41(p) = io © Bi(p) = 
Bo 0 Qip(t), dp(to) = deo(dp(0)). 由 于 Bi。 是 微分 同 胚 , 所 以 (i) cp(t) 关 0 对 
所 有 te 了 ,从 而 ap : RR 一 M 是 浸入 ,或 (ia 人 = 0 对 所 有 te 了 ,从 而 
ap:R—M 是 常 值 映射 . 而 情形 (i) 又 可 分 为 两 种 情况 : ay 或 为 单一 漫 入 或 ap 是 
浸入 但 不 是 单 射 , 因而 存在 如 < ti 使 得 ap(to) = ap 人 (ty)， 即 $i (p) = Be, (p), 于 是 
Bt o Bio(p) = Bi o Gi,(p) 对 所 有 te 了 下 均 成 立 , 由 此 得 到 $.(p) = B41_to)(P), 即 
ap(t) = ap(t + (ti — to)), 对 一 切 teR. 

设 U 是 流 形 M 的 开 子 集 , 并 且 在 M 上 有 流 6, 那么 经 过 U 中 点 的 流 线 一 般 
来 说 不 会 全 位 于 U 中 (如 图 2.3(a) 所 示 ). 然而 基于 连续 性 , 车 p e U, 则 存在 包含 
0 e RR 的 某 个 开 区 间 (a,b,), 使 得 oa, ((a,,5,)) Cc U( 见 图 2.3(b)). 这 一 情形 启发 我 
们 建立 “局 部 流 ” 的 概念 . 


(b) 


AN 
号 
~ 


图 2.3 


定义 2.2.6。” 设 M 为 光滑 流 形 , 4 是 及 x M 中 包含 {0} x M 的 开 子 集 , 并 且 
对 每 一 pe M, 4n (R x {p}) 连通 . 如 果 Cee 映射 


五 :4 一 Af 


满足 下 列 条 件 : 
(i) 8B(0,p) =p 对 所 有 p <e 14， 
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(让 ) 5(t 5(s,D)) = $B(t 十 s,p) 对 使 等 式 两 边 均 有 定义 的 所 有 t,s,p， 
那么 称 5 为 M 上 的 一 个 局 部 流 . 

对 于 局 部 流 , 一 般 来 说 不 能 断言 5 : p 一 F(t,p) 是 微分 同 胚 , 因为 对 取 定 的 
t 关 0, 5B 的 定义 域 不 必 为 整个 M. 倘若 一 个 局 部 流 的 定义 域 4 = 及 x M, 那么 它 
便 是 整体 流 . 

定义 2.2.7 设 5 是 流 形 M 上 的 一 个 (整体 或 局 部 ) 流 , 则 癌 量 场 


$6:M— TM™, pm dp(0) 
称 为 流 6 的 速度 场 . 
下 面 说 明 流 的 速度 场 是 光滑 向 量 场 . 任 取 点 pe M, 设 (U zi …… ,zm) 是 围绕 
点 p 的 局 部 坐标 系 ,6(p) = ip(0) 用 局 部 坐标 表示 为 


.0 
_0 OT; D 


.0 
t=0 Orzi 


dz; 2 
-Vy (Bi(p)) 


$(p) _ >》 dzi(tap ( 芭 ) ET 


pe dt 


$5 是 Cece 映射 , 依 命题 2.2.1,5 :p 一 GB(p) 定义 了 M 上 的 一 个 Ce 切 向 量 场 . 
现在 问 : 对 于 事先 给 定 的 M 上 的 光滑 向 量 场 , 能 否决 定 M 上 的 流 使 其 速度 
场 就 是 事先 指定 的 向 量 场 呢 ? 
定义 2.2.8 设 X 是 mm 维 光滑 流 形 M 上 的 一 个 光滑 向 量 场 , M 中 的 光滑 曲 
线 o : (a,b) 一 M 称 为 XX 的 一 条 积分 曲线 或 流 线 , 如 果 o 在 每 一 点 的 切 向 量 等 于 
X 在 该 点 的 值 , 即 
0(t) = Xou), Vvt€ (a,b). 


设 (Up;z1,… ,zm) 是 围绕 点 pe M 的 局 部 坐标 系 , o : (a,b) 一 U 是 U 中 的 
光滑 曲线 , X 为 M 上 的 Cee 向 量 场 . 依 命题 2.2.1， 


一 0 
Xlv = 0a ai E CU),i = 1,..…,m, 
1 二 1 1 


d|\ dzio0) 0 
50 = ( 硬 |) = dt .Ori 


所 以 o 为 X 的 积分 曲线 当 且 仅 当 
doi(t) 


a = Qi op (ol , Om(t)), i=1,.…,m, (1) 


其 中 ui = zi oo. 因此 为 求 向 量 场 X 在 某 一 坐标 邻 域 VU 上 的 积分 曲线 , 需要 求解 
常 微分 方程 组 (1). 下 面 的 经 典 结果 保证 了 解 的 存在 性 . 
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定理 2.2.1 记 Rm 的 坐标 为 7r1,… ,rm 设 W 为 点 wo € Rm 的 开 邻 域 ， 
ai € OCW),i = 1,.… ,mm, 则 存在 点 wo 的 开 邻 域 Wo CW, 正 实数 es 以 及 Ce 映 
射 
h:(~e,e)xWo—W 


具有 如 下 性 质 : 对 于 每 个 we Wo, 由 ow(t) = h(t,w) 定义 的 曲线 ow : (-e,e) 一 W 
满足 下 列 方程 组 


(ro ow) = Qi(T1 0 ow(t),r2 00w(t),: ,Tm oow(t)), i=1,.…,m (2) 
对 于 所 有 te (—eé, E)， 并 且 
(ri o ouw)(0) =7ri(wW), 1=1,.…,m. (3) 


此 外 , 满足 (2) 和 (3) 的 cu 是 唯一 的 . 

过 渡 到 流 形 上 , 用 向量 场 的 语言 来 叙述 , 我 们 有 

定理 2.2.2 设 久 为 光滑 流 形 M 上 的 光滑 问 量 场 , po M, 则 存在 点 po 在 
M 中 的 开 邻 域 V 和 e > 0 以 及 光滑 映射 


尹 : (一 E,E) XY 一 AM 


使 得 对 于 每 个 pe V, 由 op(t) = h(t,p) 定义 的 曲线 op : (-e,e) 一 M 是 XX 的 满足 
op(0) = 2 的 唯一 积分 曲线 . 

另外 ， 对 于 每 个 t GE (一 E),E)， 由 h:(p) 一 h(t,p) 定义 的 光滑 映射 hi :VV— M 具 
有 性 质 : 

Qi) 在 hi (V) 上 , httts = ht oj 只 要 三 , 妇 和 伯 十 妇 ) 都 属于 (-e,e)， 

(让 在 h(V)jNnV 上 , h_: = hr! 对 每 个 te (-e,e) 成 立 . 

证 阴 ” 设 (Ug;z1,… ,zm) 是 围绕 点 po 的 局 部 坐标 系 . 由 于 w 是 微分 同 胚 ， 
不 难 验 证 dp(X|u) = 斑 是 万 = yp(U) c Rm 上 的 光滑 向 量 场 . 应 用 定理 2.2.1, 存在 
点 p(po) 的 开 邻 域 V(cC U) 和 ee >0 及 0C” 映射 


h:(-e,e)xV—oU 


满足 定理 2.2.1 中 所 述 性 质 . 令 V = p-1(V), 定义 h:(-e,e)xV 一 U 为 h(t,p) = 
p-1(h(t, p(p))). 由 于 wp 是 微分 同 胚 , 容易 验证 h 具有 本 定理 前 半 部 分 所 述 的 性 质 . 
而 定理 的 后 半 部 分 关于 {he} 的 论断 是 解 的 唯一 性 的 推论 . 事实 上 , ti 上 h(ti ++t2,p) 
和 哺 h(t1,his(p)) 都 是 和 的 经 过 点 hi,(p) 的 积分 曲线 . 因此 它们 相同 ,从 而 
hettz 二 ht o hisa. 类 似 地 有 h_; = hz. 
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本 定理 不 仅 保证 问 量 场 的 积分 曲线 的 局 部 存在 性 , 而 且 还 可 进一步 推出 流 形 上 
的 每 一 光滑 向 量 场 是 该 流 形 上 某 一 局 部 流 的 速度 场 ， 此外, 我 们 把 具有 性 质 (i),(ii) 
的 一 族 Ce 局 部 变换 {hi :V 一 M} 叫做 向 量 场 X 的 局 部 1- 参数 变换 群 . 

定理 2.2.3 设 X 为 紧 致 流 形 M 上 的 光滑 向 量 场 , 则 存在 M 上 的 整体 流 
h: 民 x M 一 M, 它 的 速度 场 就 是 XX, 因此 X 叫做 完备 向 量 场 . 

换言之 , 紧 致 流 形 上 的 每 一 光滑 向 量 场 是 完备 向 量 场 . 

证 明 ” 任 取 点 pe M, 由 定理 2.2.2 知 , 存在 点 p 的 开 邻 域 V(p) 和 ap) > 0 以 
及 Cee 映射 h, : (-2(p),E(p)) x V(p) 一 M 具有 定理 2.2.2 中 所 述 性 质 . 又 (hp)o = 
= idy()， 故 存在 点 p 的 开 邻 域 V(p) C V(p) 和 0 < el(p) < Elp), 使 得 当 4 
V(p),lt| < e(p) 时 , (hp):(q) Ee V(p), 因而 当 |t|,|sl,|t+ s| < e(p) 并 且 ge V() 时 ， 
(hp)s(q) € V(p), (hp)irs(q) = (hp)t o (hp)s(q). 

由 于 M 紧 致 , M 的 开 覆 盖 {V(p)|p e M} 有 有 限 子 覆 盖 , 设 为 {V (pi)|i=1,… , 尺 . 
令 e = min{e(pi)li = 1 …… ,k}， 注意 当 V(pi) nn V(p;) 寺 8 及 i 关 j7 时 , 相应 的 
hp, : (~e,e) XV(pi) 一 M 和 hy, : (~e,e) xV(p;) — M 在 (~e,e)x (V(pi)NV(p;)) 
上 是 一 致 的 , 因此 由 诸 hy,(i = 1,:… ,有 可 定义 一 个 局 部 流 h: A 一 M, 其 中 4 包含 
(-e,e) x M. 我 们 还 可 以 把 定义 在 (-e,e) x M 上 的 流 扩张 到 (2e,2e) x M 上 , 只 须 


令 h(t,p)=h 多 (#7)), 因此 (-2e,2e) x M C4. 进而 有 4 = Rx M. 理由 如 


下 : 设 ieE Rt 二 n+s,neEZ,ls|< .车 n>>0, 令 h=h oh., o:.:oh., o 
2 2 /2 /2 </2 
AAA 


n 个 
著 n<0, 令 he=h ,oh_。/,0.…oh_。/, ohs. 于 是 得 到 OC” 映射 h:RxM 一 M 
Ne gee/ 


n| 个 
具有 性 质 :(i)ho = idm，, (ii) 对 任意 t,s ER,hirs = hiohs, 即 hh 是 M 上 的 整体 流 . 
而 由 诸 j 的 构造 知 , X 是 h 的 速度 场 . 
例 1 当 研 究 R3 中 的 一 个 质点 在 力 场 F 的 作用 下 运动 时 , 牛顿 定律 告诉 我 
们 , 质点 的 运动 轨道 是 一 条 曲线 (zi(t)), 满足 
ai 的 
dt2 


h,; 


= Fi, 1= 1,2,3, 


其 中 mm 表 质点 的 质量 . 令 pi 一 m (各 ), 则 


dzi pi dpi __ 
dt md 
而 (x1, zz, za, pi,po,p3a) 可 以 看 作 是 R3 的 余 切 从 上 的 坐标 函数 ， 因此 质点 的 轨道 正 
好 是 余 切 从 上 的 一 个 向 量 场 的 积分 曲线 在 R3 上 的 投影 . 由 此 可 见 , 对 于 流 形 上 的 


i = 1,2,3. 
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力学 研究 而 言 , 余 切 丛 自然 成 为 研究 的 数学 工具 . 
命题 2.2.5 ” 设 M 为 微分 流 形 ,，{eotl te R} 是 M 上 单 参 数 Coe 变换 群 , XX 
是 相应 的 速度 场 . 若水 : M 一 M 为 Ce 微分 同 胚 , 则 {Wewioy%-ilte 及 } 也 是 
M 上 的 单 参数 Ce 变换 群 , 并 且 它 的 速度 场 X 满足 下 列 关 系 : dy o 久 = 蒜 oW. 
证 明 令 抽 =yVopeovyV-!:M 一 M, 读者 不 难 验证 {Fi| te R} 是 M 上 的 
单 参数 Cee 变换 群 . 取 点 pe M, 用 
AQp(t) = pi(p) 和 op(t) = Fil(P) 
定义 的 Cee 曲线 o 和 Z 分 别 是 对 应 于 单 参 数 变换 群 {ps} 和 {FB4} 的 过 点 p 的 流 
线 , 并 且 依 假设 条 件 , X = ow(0). 任 取 fe C~(M), 则 
d d 
d O ooaw 一 一 oWowpi 
7 


= GoegD)= 虽 omaoO) = 和 Ra 
因此 dy eX = 革 ovy, 久 与 并 是 wy- 相关 的 . 
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2.2 节 讨论 了 流 形 上 回 量 场 的 积分 曲线 , 对 此 还 可 进一步 深入 . 本 节 引 理 2.3.1 
陈述 的 是 : 若 m 维 流 形 M 上 的 向 量 场 和 在 点 pe M 的 值 Xb 天 0, 则 有 一 个 围绕 
点 p 的 局 部 坐标 系 (U, yp; z1,… ,zm), 使 得 在 U 中 X= 因而 在 7 中 的 积分 曲 
线 可 以 被 拉 直 . 自然 又 可 提出 这 样 一 个 问题 如 果 有 _ 族 向 量 场 Xi1,... ,Xk(k < m) 
在 点 pe M 的 值 都 不 为 0, 能 否 找 到 围绕 点 p 的 坐标 卡 (U, pjzi), 使 各 个 X; 在 U 
中 表示 为 


0 
Y=—. 
2 Dri” 
换言之 , 能 否 将 所 有 过 点 p 的 积分 曲线 o1,… ,ok 同时 拉 直 ? 当然 对 这 些 四 量 场 


和 … ,Xe 有 一 些 要 求 , 例如 庄 X 必须 是 线性 无 关 的 , 另外 由 | 5-，5-| = 0 要 


求 诸 X; 满足 所 谓 “对 合 ” 条 件 . 而 诸 Xi(i = 1,:…,k) 在 M 的 各 点 线性 无 关 
而 它们 张 成 M 在 该 点 的 切 空 间 的 一 个 维 子 空间 .这样 一 来 , 本 节 讨 论 的 关于 
“ 子 空间 场 ” 的 积分 子 流 形 存在 性 问题 自然 是 向 量 场 的 积分 曲线 存在 性 问题 的 推广 ， 
Frobenius 定理 对 该 问题 作出 了 深刻 的 回答 . 首先 引入 一 些 必 要 的 概念 . 

定义 2.3.1 设 M 为 mm 维 光滑 流 形 , M 上 的 一 个 维 分 布 D (1 < kk < m) 
是 说 对 每 一 pe M, 指定 切 空 间 T,M 的 一 个 大 维 子 空间 D(p). M 上 的 回 量 场 X 
属于 (或 位 于 ) 分 布 D ( 记 为 人 Xe 人 D), 是 指 对 每 一 pe M 有 X, € 人 D(p). 


i= 1,...,k. 
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如 果 对 每 一 pe M, 存在 点 p 的 邻 域 U 以 及 U 上 的 个 处 处 线性 无 关 的 光 清 
向 量 场 X1,-… , Xi, 使 得 对 每 个 点 ge U, 切 向 量 X1(g),… , Xk(q) 张 成 子 空间 D(q)， 
则 称 分 布 是 光滑 的 , X1,:… ,Xk 称 为 分 布 的 局 部 基 , 并 记 Dlv = {Xi1,… ,Xk} 

定义 2.3.2 ” 设 9 是 流 形 M 上 的 光滑 分 布 . 如 果 M 上 的 光滑 向 量 场 蕊 与 
Y 属于 人 D, 那么 它们 的 括号 积 [X,Y] 也 属于 人 D, 我 们 说 DD 是 M 上 的 对 合 分 布 , 也 
称 分 布 DD 满足 Frobenius 条 件 . 

定义 2.3.3 设 (N, G) 是 M 的 子 流 形 , D 为 M 上 的 分 布 . 者 对 每 一 ge N 
有 

dG(T¢oN) = D(G(q)), 


则 称 NN 为 分 布 D 的 积分 流 形 . 

特别 , 当 DD 是 1 维 分 布 时 , 其 积分 流 形 可 视 为 向 量 场 的 积分 曲线 . 

命题 2.3.1 ”假设 流 形 M 上 的 光滑 分 布 具有 性 质 : 对 于 M 上 的 任意 点 p， 
都 有 人 D 的 积分 流 形 经 过 点 p, 则 分 布 人 DD 是 对 合 的 . 

证 明 设 荆 和 Y 是 M 上 的 C” 向 量 场 , 且 X,Y ee 人 D. 为 证 人 是 对 合 分 布 ， 
任 取 点 pe M, 只 需 证 明 [X,Y], € D(p). 

假定 (N, G) 是 分 布 D 的 经 过 点 7 的 积分 流 形 , 并 设 go e N 使 得 G(gqo) = p. 
因 对 每 一 g € N, (dG)a : TN 一 D(G(gq)) 是 一 个 同 构 , 故 存在 N 上 的 向 量 场 X 和 
Y, 使 得 dGo 针 二 基 oG, dG oY =YoG. 可 以 验证 乱 和 Y 都 是 Cr 的 . 依 命题 
2.2.3, [X,Y] 与 [X,Y] 是 G- 相关 的 , 于 是 


[X, Y]p 一 (dG)a ([X, YJgo) E D(p). 


下 面 考察 命题 2.3.1 的 逆 命 题 , 首先 就 1 维 分 布 情形 讨论 . 
引 理 2.3.1 设 X 是 m 维 流 形 M 上 的 Ce 向 量 场 . 若 在 点 pe M 处 有 
Xp 关 0, 则 存在 点 p 的 一 个 局 部 坐标 系 (U, p; z1,… ,zm), 使 得 


8 
xlo= Br|, 


征明 选取 点 p 的 局 部 坐标 系 (7 r; 妨 ,…. ,ym) 使 得 rp) = 0 e Rm 并 且 
X, = Bor, . 据 定理 2.2.2, 存在 e > 0 与 点 0€ R"m-1! 的 邻 域 W, 使 得 由 
o(t, az ,am) = hi(T™ (0,a2,.* am) 二 < es(aa ,am) EW 
所 定义 的 映射 o:(-e,e)xW 一 M 是 0” 的 . 
0 0 0 0 
A bn A a 


1 一 2. ,mMm, 
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故 o 在 点 0€ Rm 处 是 非 退化 的 . 由 反 函 数 定理 知 , o 是 局 部 微分 同 胚 . 令 p = c-1 
则 在 点 p 的 某 一 邻 域 U 上 ,wo 为 坐标 映射 ，(U, p) 是 局 部 坐标 系 , 坐标 函数 记 为 
Ti =7i09,?, 一 1,... ,Nn. 注意 到 


0 
Or 一 xX seo. 9) 
; G (t,a2,… 网 ol(t,a2, ,Qm ) 
因此 有 
Xi = — 
lv Oz1 U 


定理 2.3.1(Frobenius 定理 ) 设 M 为 m 维 C™ 流 形 ,人 为 M 上 的 & 维 
对 合 光滑 分 布 , pe M, 则 存在 分 布 D 的 积分 流 形 经 过 点 p. 说 得 更 详细 些 , 存在 
以 点 p 为 中 心 的 立方 坐标 系 (Ugp;z1,:… ,zm)( 此 时 p(U) 是 Rm 中 的 开 立 方 体 ， 
wp(p) = 0), 使 得 U 中 的 诸 “ 薄 片 ” (slice) 


{gE Ulp(g) 一 (zl ) Tk, 灾 大 十 1) , Tm), Ti = 常数 ,i = 上 十 1,…- ,m} (1) 


峭 为 分 布 D 的 积分 流 形 
证 明 ”对 维 数 k 使 用 归纳 法 来 证 明 存在 性 . 当 大 = 1 时 , 在 点 p 的 某 一 开 邻 

域 上 选取 非 零 向 量 场 X, 使 得 Xe 信 ( 此 时 X, 类 0). 依 引 理 2.3.1, 可 以 选取 一 个 以 

点 p 为 中 心 的 立方 坐标 系 (Up), 使 得 X|w = 天 | 于 是 定理 在 二 1 时 成 立 . 


现 归 纳 假定 对 (k - 1) 维 分 布 结论 成 立 ， 下 面 就 k 维 分 布 只 证 明 结 论 也 是 对 
的 . 因为 分 布 D 是 光滑 的 , 因此 在 点 p 的 某 一 邻 域 VY 上 , 存在 个 处 处 线性 无 关 
的 光滑 向 量 场 X1,… ,XX;, 它们 张 成 D. 据 引 理 2.3.1, 存在 以 点 p 为 中 心 的 局 部 坐 
标 系 (V;y1,… ,ym), 满足 V CV, 并 且 使 得 


0 
.二 一 一 . 2 
Xlv = (2) 


在 V 上 , 令 
和 (3) 
i 二 人 i i(Y1)X1, 4 = 2,* ,此 ， 
则 向 量 场 讲 ,… ,Yi 在 V 中 处 处 线性 无 关 并 且 张 成 D. 令 5(CY) 是 由 yy =0 所 
确定 的 薄片 , 并 令 
Zi = Yils, 2 = 2,... ,k, (4) 


由 (2) 与 (3) 可 导出 
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因此 2Z; 实际 上 是 5 上 的 向 量 场 , 即 当 ge 5 时 , Zi(q) € TS, 从 而 {22,… ,2Zx} 在 
S 上 张 成 一 个 光滑 的 (k - 1) 维 分 布 . 下 面 证 明 它 是 一 个 对 合 分 布 . 

用 ¢ :5 一 M 表 包 含 映射 , 则 2Z; 和 YY 是 5- 相关 的 . 据 命 题 2.2.3, 诸 2; 的 
括号 积 及 相应 的 诸 到 的 括号 积 也 是 〈- 相关 的 . 然而 当 i,j > 2 时 , [Yi,Y](y1) = 0， 
即 [到 ,到 ] 在 奢 方向 上 的 分 量 等 于 0, 因此 存在 cij, e Cece(Y) 使 得 在 V 上 


k 
[(¥, }] 一 ,cin¥, 


于 是 


k 
[2i, 2j] = 2 cijlls * 2 
{=2 | ' 
这 说 明 由 2Z2,… ,Zi 所 张 成 的 5S 上 的 分 布 D1 是 对 合 的 . 根据 归纳 假设 , 存在 点 p 
在 5S 中 的 某 邻 域 上 的 立方 坐标 系 {w2,… ,wm} 以 点 p 为 中 心 , 使 得 在 该 邻 域 上 由 


二 常数 ， j=k 二 1,…,m 


所 确定 的 薄片 恰 为 分 布 D1 的 积分 流 形 . 
对 于 原来 的 坐标 系 (V; 角 1,… ,ym), 令 7 :V 一 5 为 目 然 投 影 , 并 在 点 于 M 
中 的 某 一 邻 域 上 , 规定 


一 V1， 
Tj = WioN, J=2,.…,m, 
显然 这 些 函 数 在 点 p 处 是 独立 的 并 且 取 值 为 0, 因此 可 选取 点 p 的 一 个 适当 邻 域 
U, 使 得 (Ti zl ,zm) 是 以 点 p 为 中 心 的 立方 坐标 系 . 若 能 证 明 在 VU 上 有 


(6) 


a ,kr=1,.…,m—k, (7) 
即 交 (1 <i<h) 在 5 上 风量 为 0 那么 蕊 可 表 为 2 2 


的 线性 组 合 , 因而 VU 上 的 的 向 量 场 = 一 元 元 构成 分 布 D 局 部 夫 由 (1) 式 


表示 的 薄片 便 是 分 布 DD 的 积分 流 形 . 入 样 - 杂 本 定理 归结 为 证 明 (7) 式 . 
首先 , 由 (6) 式 可 得 出 


ox; _J 1, I=1 (8) 
Oyi 0， 了 一 2,… ,7 


在 U 上 成 立 , 并 且 由 (2), (3) 及 (8) 式 可 知 , 在 U 上 有 


五 = 一 
1 Or 
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因此 当 i = 1 时 , (7) 式 成 立 . 下 面 令 ie {2…… ,k},r € {1,… ,m 一 k}. 由 上 式 , 我 
们 有 2 
Bre (ilTht+r)) = Yi(Yi(zp+4r)) = [¥, Yi] (Tk+r). (9) 


而 分 布 DD 的 对 合 性 说 明 存 在 一 组 C% 函数 cz, 使 得 
[Yi; ¥] = Daa 
从 而 (9) 式 变 为 | 
(Vierr) - Dae) i=2 kr mk (10) 


取 定 UV 的 一 薄片 , 它 由 zs = 常数 ，,…. ,zm = 常数 所 确定 . 在 该 薄片 上 , Yi(zk47) 
仅 为 zi 的 函数 , 因而 方程 组 (10) 由 (k 一 1) 个 关于 zi 的 齐 次 线性 微分 方程 所 组 
成 . 当 给 定 初始 条 件 后 , 该 方程 组 有 唯一 解 . 因为 方程 组 是 齐 次 的 , 零 函 数 显然 是 它 
的 解 . 此 外 , 注意 到 每 一 个 这 样 的 薄片 有 唯一 点 在 Sn 中 , 并 且 在 SNnUv 上 ， 


Yi(Tk+r) 一 Zi(Wk+r) 一 0, ? 一 2， ““")， k, (11) 


其 中 第 一 个 等 式 由 式 (4) 与 (6) 得 出 , 第 二 个 则 基于 归纳 假设 , 即 9 上 分 布 D1 的 积 
分 流 形 在 坐标 系 {tw2,… ,wm} 中 由 适当 的 薄片 给 出 . 根据 解 的 唯一 性 , 由 (10) 式 
和 (11) 式 便 得 到 在 UV 上 诸 函 数 到 (zk+r) 三 0, 这 里 i=2,…,k;7 = 二 1,…,m 一 上 ， 
即 (7) 式 成 立 . 依照 前 面 的 分 析 , 本 定理 得 证 . 

将 命题 2.3.1 与 定理 2.3.1 结合 , 便 得 到 下 列 

定理 2.3.2 设 人 DD 是 m 维 光滑 流 形 M 上 的 k 维 光滑 分 布 , 则 对 任意 点 pe M， 
存在 点 p 的 局 部 坐标 系 (U, z1,… ,zm), 使 得 


0 0 
Dv = 人 5 


的 充 要 条 件 是 人 D 为 对 合 分 布 . 

定义 2.3.4” 流 形 M 上 分 布 的 一 个 极 大 积分 流 形 (N, G) 是 全 的 一 个 连 
通 积 分 流 形 , 并 且 它 在 M 中 的 像 不 是 的 任何 其 他 连通 积分 流 形 的 真子 集 , 即 不 
存在 DD 的 连通 积分 流 形 (Ni, G1) 使 得 G(N) 是 G1(NN1) 的 真子 集 . 

定理 2.3.3， 设 全 是 m 维 光滑 流 形 M 上 的 一 个 对 合 的 大 维 光 滑 分 布 , pe M， 
则 经 过 点 p 有 习 的 唯一 一 个 极 大 连通 积分 流 形 , 而 且 DD 的 经 过 点 p 的 每 一 个 连 
通 积 分 流 形 均 包含 在 这 个 极 大 连通 积分 流 形 之 中 . 

证 明 留 作 练习 . 读者 也 可 参看 文献 [15]. 
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2.4 外 代 数 


本 节 讨 论 实 向 量 空间 上 的 外 代数 . 外 代数 的 概念 最 初 是 由 Grassmann 为 研究 
线性 子 空间 引进 来 的 , 后 来 E.Cartan 系统 地 发 展 了 外 微分 理论 , 并 将 它 成 功 地 应 
用 于 微分 几何 与 微分 方程 的 研究 , 因此 外 代数 已 成 为 研究 微分 流 形 的 有 力 工 具 . 下 
一 节 我 们 将 把 本 节 所 介绍 的 概念 推广 到 流 形 情形 . 


2.4.1 ” 张 量 


定义 2.4.1 设 V 为 有 限 维 实 向 量 空 间 . V 上 的 一 个 重 线性 函数 指 的 是 一 
个 映射 
T:Vx::..xVo oR, 
ee 
k 个 


它 对 于 每 一 个 变量 都 是 线性 的 , 即 对 于 任意 的 v1,… ,vk,v E V, 和 ,p E R, 有 


/ 
T(V1,* ,Vj—1, 和 UV/ 十 pv; V+1, ) Uk ) 


em 自 / 外 @ 9 bs 
= AT(V1,*…: ) UV 一 1) V7, Vj+1,"** ) Uk ) + AT(V1,*…: ) Vj—1, Uj, Vj+1) ) Uk)), 


这 里 了 = 1,… ,k, TT 又 称 为 V 上 的 有 阶 协 变 张 量 . 1 阶 协 变 张 量 就 是 协 变 (或 余 ) 
问 量 . 为 统一 起 见 , 约定 实数 为 0 阶 协 变 张 量 . 

将 V 上 的 阶 协 变 张 量 所 成 之 集 记 为 8%*V. 特别 @%1V = V*,8%V = RR. 
任 取 ,me @0 六 > 1, 入 ER 民 , 定义 T+ 十 克 , X7 如 下 : 对 任意 的 v; EV,1<i<k, 
令 

(十 万 )(ui VE) 一 T(U1 Vk) 十 TU VD)， 
(AT)(vV1, ,Vk) = AT(V1) ,VE). 
易 见 T+ 二 + 才 n, 和 都 属于 B®%*tV, 因此 @®@%*V 关于 加 法 与 数 乘 运算 成 为 一 个 实 向 量 空 
间 , 称 为 关于 Y 的 (0,k) 型 张 量 空间 . 
定义 2.4.2 设 reg@tkcvneg@0o Tv, 它们 的 张 量 积 r@7 e B80%*+tiV 定义 为 


(T @M (V1 VE+HI) 三 T(U VE) MVR VER+D)， 
其 中 诸 w e V. 容易 验证 张 量 积 具 有 下 列 性 质 : 


(n+7T2)8B7I=T787+T 7, T1,T2 € BorV,n € BV, 
T®B(TMm+m)=TOm+TO mR TEQV,m,m EGYV, 
(7)®7=7T MN) = ATON, TEQHVnE LV,AER, 
(re@mne@c=T@0@0)， TEQ@ VOTEG@L IEG@TmV 


2.4 外 代 数 .77 . 


因而 可 记 为 7@n@C, 并 且 
QV =V OV BO...@V. 
k 个 
注意 , 张 量 积 不 满足 交换 律 , r@7 = 7 @T 一般 不 成 立 . 
设 {e1,… ,en} 为 问 量 空间 Y 的 基 , 其 对 偶 基 为 wi,… ,wn, 则 


{wi Wi, ® .©® wi, |l < ,22 ,Lk < n} 


为 &o*V 的 基 , 因而 @oky 是 nt 维 实 向 量 空间 . 
考虑 直 和 T(V*) = \、g@oeV, 其 元 素 w 可 表 成 形式 和 


k 之 0 


w 一 > wk, Wh € BV, 
k>0 
和 式 中 除 有 限 多 个 项 外 其 余 各 项 都 是 零 . 这 样 T(V*) 是 无 限 维 实 癌 量 空间 . 张 量 
的 乘法 ( 即 张 量 积 ) 通过 分 配 律 可 以 扩充 为 T(V*) 中 的 乘法 , 因而 T(V*) 关于 这 种 
乘法 成 为 一 个 代数 , 称 为 V* 的 张 量 代 数 . 
我 们 还 可 引入 “混合 型 ” 张 量 . (7, s)- 型 张 量 是 定义 在 V* x:…xV*xVx:…xV 


s 个 


r 个 | 

上 的 (>+s) 重 线性 函数 . 同类 型 的 张 量 可 以 相 加 , 张 量 也 可 乘 以 一 个 数 , 因此 (7, s) 一 
型 张 量 组 成 的 空间 gr*Y 是 一 个 实 向 量 空间 . 特别 , @"oy 的 元 素 是 (” 0)- 型 张 量 ， 
称 为 + 阶 反 变 张 量 . 此 外 , 如 同 定义 2.4.2 那样 引入 张 量 积 (细节 留 给 读者 ). 
2.4.2 外 代数 A(V*) 

由 于 E.Cartan 系统 地 发 展 了 外 微分 方法 , 使 得 反对 称 张 量 在 流 形 论 的 研究 中 
显得 颇 为 重要 , 本 段 着 重 讨论 反对 称 协 变 张 量 . 

用 Si 表示 自然 数 {1,… ,k} 的 置换 群 .Sx 的 任意 一 个 元 素 r 可 决定 回 量 空间 
Q@05yY 的 一 个 自 同 态 : 设 re B80*V, 定义 

TT(U1… ,WE) 一 T(Vr(D) Vr(k))) 

其 中 vw EVi=1,:…,k. 

定义 2.4.3” 设 TE BokV. 若 对 任意 的 re Sk, 有 

AT = SEDT 7, (1) 

其 中 sgnr 表示 变换 r 的 符号 , 即 


Son = 1, "是 侦 置 换 ， 
“”“ ”1 -1，7 是 奇 置换 ， 
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那么 7 称 为 V 上 的 k 阶 反对 称 协 变 张 量 或 次 外 形式 , 它 是 V 上 的 反对 称 重 实 
线性 函数 . 条 件 (1) 等 价 于 当 交 换 7 的 自 变量 中 的 任意 两 个 向 量 时 , 的 值 变 符号 . 
将 V 上 的 所 有 次 外 形式 组 成 的 空间 记 为 A*(V*)， 显然 它 是 实 癌 量 空间 
8%kV 的 子 空间 . 约定 40(V*) = 下, 并 把 1 阶 协 变 张 量 视 为 反对 称 的 . ， 
定义 2.4.4 设 Ce4kV ,me4(79), 则 它们 的 外 积 (或 钼 积 或 Grassmann 
积 )C 人 ne A*+i(V*) 定义 为 


CAn(vi, ,Vk+L) = ET 2 SgDTCG(Ur(D) ,Vr(k)) NV (kt Unr(k+D)， 
其 中 vi EeE Vi=1,.… ,k+l. 
命题 2.4.1 ”外 积 满足 下 列 运算 规律 : 设 (0,GG € Ar(V*),n,m,n2 € Ai(V*),& € 
A7(V*), 则 
Gi) 分 配 律 (G +G)A7=GA7I+ 人 AT CA(Mm+m)=CAm+eAm; 
(区 结合 律 (Cn) 入 € = CA 和 (nAé); 
(iii) 反 交 换 律 C 和 人 n= (一 1)*nAC. 
证 明 ”(i), (让) 留 作 练 习 , 现 证 (ii). 设 re Sk+41 定义 为 


(De hkl kD +1 ,+ k,1,... ,1), 


则 sgnmi = (一 1 因 CAne AttiV*),m(C 入 n) = sgnrl .CA 因此 对 任意 的 
V1,...,Uktl EV, 有 


C 入 n(v1, “""， VE 二 LI) 一 (一 1) 和 nV (1), ”Vi (ED)) 


| kl 
和 2 >》 SgIIT ， G(Vrori(l)， "** ,Uxoni (k)) . N(Vron (KE 十 1) ) Vroml (k+l)) 


TESk+L 
(—1)* 
(k++D)! 2D, sgnnr :nvr vr) CVn)" s Vn(kt)) 
NESk+L 


一 (—1)*in 和 6G(Ul: …” ) UK 二 1) 
特别 当 ,me 41(V*) = V* 时 , 则 由 反 交 换 律 有 上 CA7 = -7AGCAG=7A7=0. 
设 et.… ,em 是 m 维 实 向 量 空间 Y 的 基 , wi,… ,wm 是 对 偶 空 间 V* 的 对 偶 


基 . 下 面 我 们 说 明 由 V 上 的 次 外 形式 组 成 的 实 向 量 空间 4*(V*), 当 & > mm 时 ， 
Ak(V*)== {0}; 当 1<kgm 时 , dimA*(V*) = C%, 并且 


{wi A Awill < <.…<ic <m} (2) 


是 人 *(V*) 的 基 . 事实 上 ， 


2.4 外 代 数 . 79. 


Q) 取 Ce A*(V*), 其 中 > m, 则 对 于 任意 个 基 向 量 ei,,… ,ei, 其 中 必 有 
重复 出 现 者 , 不 妨 设 ei, = ei,,r < s, 于 是 


6(eil) ) Ci ) Ci) ) ik ) 一 一 6C(ei ) Et ”Ci ) Ci )) 


因此 c(ei,,… ,ei,) =0. 而 ei,,… ,ei 是 任 取 的 , 故 ¢=0. 这 说 明 4*(V*) = {0}. 
全) 设 ww,… ,vp 是 Y 中 任意 有 个 向 量 ,1 < kg m, 则 


1 
Ui A A Wir (V1 Vk) = >》 sgnn wa (Vr(1)) "Wi (Vr(k)) 
TESKk 


Wii (V1) .Wi (Vk) 
1 | wi (V1).. .Wio (Vk) 
Kk! . . 


Wir (v1) .Wir (vk) 


特别 


1 
Wa 和 人 和 Wi 人 ef '* ,Eje) = FIdet(wir (ej ))1grsgk = FIO sik (3) 


其 中 


| | 1， 汉人 “° , 钛 互 不 相同 ， 且 {7,， “" , jk} 是 {i1,: ”” ,ix} 的 侦 排 列 时 ， 
O41 一 一 | 当 1，,: “" ,ik 互 不 相同 ， 且 {71，， “ ,jk} 是 {1， “°° , ix} 的 奇 排列 时 ， 
0， ”其 他 情形 


称 为 广义 的 kronecker 符号 . 


由 (3) 式 得 到 


ml!’ 
故 wi 入 … 人 入 wm 关 0. 对 于 上 <m, 如 果 {wis A…A 人 wi|l 二 计 <…< 认 mm} 线 
性 相关 ， 那么 存在 不 全 为 零 的 一 组 实数 {Qi i} 使 得 


W1 人 人: 人 Wm (el , em ) 一 


ai .ii 人 …:A 人 ui = 0. (4) 
1&ii <...<ik Sm 
不 妨 设 其 中 一 个 不 为 零 的 实数 是 aj.j ,1 <ii<…<ijigm. 假定 与 它 相 补 的 指 
标 组 是 hi < … < lk, 这 意 指 {1,… jk, 有 1,… ,lm-_k} 恰好 为 {1,… ,m} 的 一 个 
排列 , 用 wi, 和信 … 信 wi,,_。 外 乘 (4) 式 两 边 , 得 


Qj jr WA A A Wj NW A A Wn = 土 Qji i WIAA Wm = 0, 
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从 而 oj 六 = 0, 这 和 aj,.…;, 天 0 相 矛 盾 , 说 明 4*(V*) 中 的 向 量 组 (2) 是 线性 无 关 
的 . 此 外 , 可 以 证 明 A*(V*) 中 的 任意 % 次 外 形式 可 用 次 外 形式 组 (2) 来 线性 表 
示 ( 留 作 练习 ). 

将 上 面 所 述 整理 为 下 列 

命题 2.4.2 ” 设 V 为 m 维 实 向 量 空间 , wi,… ,wm 为 对 偶 空 间 V* 的 基 , 则 

站 当 1 km 时, {wi 人 … 人 wi|l 荆 计 之 …< 计 <m} 为 实 向 量 空间 
AK(V*) 的 基 , 且 dim A*(V*) = Ck， 

(站) 当 丰 > mm 时 ， A*(V") = {0}. 

用 4(V*) 记 形 式 和 》 A*(V*), 易 见 它 是 一 个 2m 维 实 向 量 空间 . 设 


k=0 
mm 


56= ,6,7 = Yn, 


r 二 0 3 一 0 


其 中 CG. € 47(V*),ns € 4s(V*), 令 《 和 的 外 积 
6 信 7 = >》 Cr 人 1s, 


7,s=0 

则 4(V*) 关于 外 积 成 为 一 个 实 代 数 , 称 为 V* 的 外 代数 或 Grassmann 代数 , 其 元 
素 称 为 V 上 的 外 形式 . 

命题 2.4.3 设 f:V 一 W 是 从 向 量 空 间 V 到 W 的 线性 映射 , 则 f 诱导 外 
代数 A(W*) 到 A(V*) 的 代数 同 态 f* : A(W*) 一 4A(V*). 

证 了 明 ”首先 定义 从 外 形式 空间 A*(W*) 到 A*(V*) 的 映射 f*. 设 Ce A*(W*)， 
A ; 

f° (V1, ,Uk ) = C(f (v1),……: , f (Vk)), (5) 

其 中 ,… ,wk EV. 易 见 :A*(W*) 一 At(V*) 是 线性 映射 . 若 能 证 明 f* 和 外 积 
运算 可 以 交换 , 那么 f* 便 是 从 外 代数 A4(W*) 到 A4(V*) 的 代数 同 态 . 下 面 证 明 : 对 
任意 的 Ce Ak(W*), me NL(W*), 有 


f° (CAn)= FCA. (6) 
任 取 v1,… ,ve+i EV, 则 
f*(CAnm(Vi, ,VktL) 
一 6 AU ,fvVk+L)) 
(+0)! 2 sgnr: Cf(vrD), ,forow)) nf vrsth)), Core+D)) 


] TESk+L 
K+0)! > sgnT : 广 C(wrGD) Vr(k)) 广 T(Ur(EHD Un(kE+D) 


TESKAI 


= fCAf nV, ,Vk+L), 


24 外 代 数 .81 . 


所 以 (6) 式 成 立 . 
2.4.3 A(V*) 中 的 内 乘 运算 


设 {fet…… ,em} 是 m 维 向 量 空间 V 的 基 , 其 对 偶 基 为 wi,:… ,wm, 又 ve 
对 满足 1 < k < m 的 所 有 大 存在 一 个 从 A*(V*) 到 A*-1(V*) 的 线性 映射 i(v), 称 
为 乘 以 v 的 内 乘法 , 其 定义 是 : 对 于 Ce A*(V*) 及 vi,… ,vp-1 EV 


(i(v) (6)) Vis Vk-1) 一 (UL Vk-1). 


特别 , 当 Ce Ali(V*) = V* 时 , i(v)(C) e R, 而且 i(v)(C) = C(w). 
i(v) 作为 A(V*) 中 的 算 子 具有 下 列 性 质 : 


i(v)C AN = (VO An+ -CA CEAV’), neA(V*) (7) 
因而 i(v) 称 为 反 求 导 算 子 . 而 等 式 (7) 成 立 当 且 仅 当 在 A(V*) 的 基 元 素 上 有 


k 
iv) (wi A :+ 人 wi, ) 本 下 (一 DT+laui A Aiv)wi A A win. (8) 
为 简单 起 见 ， 将 下 标 03 简 记 成 j. 要 证 (8 ) 式 成 立 ， 取 v2,:… ,Vk EV, 并 记 wv =， 
我 们 有 


1 
(i(v) (wi 入 .……… 和 人 wk )) (v2, … , Uk) 二 1A 人 .， .人 WE (V, V2,**…: , Uk ) 二 zi det (wr (vs))1gr,sgk, 
k . 
OCI A Aiv)w; A A we | (v2, +* ,vk) 
j=1 


| 


(一 1 aoj(wJwl 和 A. 人 Di Mn] (uv2，…… ,Uk) 


(oy. 
| 
ps 


| 
Wh 


wy 
pr 


(一 Dr ne A A A] (v, v2, , Uk ) 


— RD 1)7+ rw;(v ) det (wr (vs)) (= 
一 1 


1° 
= Rt Cr (Vs))1gr,s<k. 


由 上 可 见 , (8) 式 两 边 在 任意 (v2,… ,vk) EV x.… xV 上 取 值 相同 , 故 (8) 式 成 立 . 
\ 心 -一 一 一 -一 


(k 一 1) 个 
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特别 , 当 Ce 4m(V*) 且 ~ = 》， ajey 时 ， 


J=1 


(i(v)(C))(e1,.… ) Ci , em) 一 (See , 6i) 四 


二 1 


J 
(—1)’- "oiC(e1, "Ci" , Em): 


2 


由 于 Ce A™(V*), 所 以 存在 实数 a, 使 得 C = a(wi 入 .… 入 wm), 从 而 


i 阳 oo (6) = ay (—1) lowi 入 和 Ai A A wm. (9) 
j=1 i=1 


注意 到 {wi 信 … 人 二 和信-… 人 人 wmli = 1,…,m} 是 4™-1(V*) 的 基 , 由 (9) 式 立 即 得 
到 下 列 命 左 . 

命题 2.4.4” 设 Ce A™m(V*),C 关 0, 则 映射 n 吕 ilv)c 是 从 VV 到 4m-1(V*) 上 
的 一 个 同 构 . 


mm 


1 


2.5 微分 形式 


2.5.1 微分 1- 形式 


定义 2.5.1 ”光滑 流 形 M 上 的 一 个 微分 1- 形式 是 一 个 映射 w : M 一 T*M， 
满足 now = idm, 其 中 T*M 为 M 的 余 切 从 , x' : T*M 一 M 为 自然 投影 . 

如 果 w: M 一 T*M 是 Coee 映射 , 则 称 w 为 M 上 的 光滑 1- 形式 或 C™ 1- 形 
式 . 等 价 地 , 微分 1 形式 w 是 光滑 的 , 如 果 对 于 M 上 的 任意 光滑 向 量 场 X, w(X) 
为 M 上 的 Ce 函数 , 这 里 w(X) 定义 为 w(X)(p) = wp(Xp),p E M. 简 言 之 , M 上 
的 一 个 光滑 1- 形式 就 是 余 切 从 T*M 的 一 个 光滑 截面 . 

将 M 上 的 所 有 光滑 1- 形式 记 为 C%(M,T*M). 设 ww' e C®%(M,T*M), 和 Ae 
了, 定义 w 十 w',Aw 为 : 对 任意 p € M,(w +w)p = wp 十 ww, (Mw)p = Awp, 那么 
Cece(M,T*M) 在 逐 点 相 加 和 数 乘 运算 下 ,构成 实数 域 上 的 向 量 空间 ， 假 若 上 式 中 
的 入 是 M 上 的 Ce 函数 , 规定 (Xu)w = 和 A(p)wp, pe M, 那么 Cce(M,T*AM) 是 环 
Coee(Mf) 上 的 模 . 

下 面 讨 论 光滑 1- 形式 的 局 部 坐标 表示 . 设 (Uz1,… ,zm) 为 M 的 一 个 局 部 
坐标 系 . 由 命题 1.3.3 知 , 在 UD 中 的 每 一 点 , {dzili = 1,… ,m} 是 余 切 空间 的 基 , 且 
对 侦 于 {去} -1... m), 并 且 dzie C~(U,T*U). 现 假定 we Cw(U,T*U), 则 


2.5 微分 形式 . 83 . 
存在 U 上 的 函数 ai(i = 1 …… ,m), 使 得 


™m 
w 一 》 Qid7i, 
i=1 


(二) 一 ( 才 ) 


此 外 ， 对 于 f 二 Cec2 (NM )， 由 命题 1.3.3， 在 M 的 一 个 局 部 坐标 系 (U, ZT1,"*" , Tm) 下 ， 


mm of 
df = 2 gi de 
?一 1 


并 且 


因而 df 是 M 上 的 一 个 光滑 1- 形式 . 
2.5.2 从 4(T*AM1) 
流 形 M 上 的 微分 1 形式 是 余 切 从 T*M 的 截面 . 为 引入 M 上 的 微分 k 一 形 
式 , 先 介绍 M 上 的 大 次 外 形式 从 . 令 
A(T*M)= U A*(T*M), 
pEM 


这 是 所 有 A*(T*M) 的 并 集 ， 定义 自然 投影 + : A(T*M) 一 M 如 下 : 设 we 
A*(T*M), 则 存在 唯一 的 pe M, 使 得 we A*(T*M), 令吉 w) =p, 于 是 在 点 p 处 的 
纤维 直 -1({p}) = A*(T*M) 是 一 个 CK, 维 实 向 量 空间 , 其 中 mm = dimM. 采用 2.1.1 
中 对 于 切 从 TM 的 同样 手法 , 赋予 A*(T*M) 流 形 结构 , 使 之 成 为 一 个 (m + 0%) 

设 (Uy;71,… ,zm) 是 M 的 任意 一 个 坐标 卡 . 对 于 peU, 令 0,:T,M 一 了 Rm 
为 典范 同 构 , 如 2.1.1 中 (1) 式 所 示 . 定义 


入 :和 (= U AKTM) 一 Rom x 人 (Rh 
DEDJ 
如 下 : 对 ws 和 1(D)， 令 
oo) = (oi), 5， 


记 寺 (w) =p, (071)”: 4*(T*+M) 一 AK(R™)* 如 命题 2.4.3 中 (5) 式 所 定义 . 
1p 二 (po 区 (95 站)) 是 单 射 , 又 罗 (1(D)) = p(D0) x 4*(R™)*, 所 以 祁 是 从 
-1(U) 到 R™ x A*(R™)* (属于 Re 中 开 子 集 p(U) x 4*(R™)* 上 的 双 射 . 
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类 似 于 定理 2.1.1 的 证 明 , 赋予 A4*(T*M) 拓扑 结构 与 微分 结构 , 当 (U, yp) 遍历 M 
的 坐标 卡 时 ， {F-1(D), 元 } 构成 4*(T*M) 的 坐标 卡 集 ， 这 里 我 们 仅 补 充 坐 标 卡 的 
相 容 性 . 

取 定 ( 吉 -IL(D), 元 ) 与 (+1(V), 亏 ,), 它们 分 别 对 应 于 M 的 两 个 坐标 卡 (U, yp) 和 
(V, 儿 ), 并 设 典 范 同 构 0,7 分 别 关 联 于 (U, yp) 和 (V, 罗 ), 于 是 


Ty 一 (po7, (0#0.))"), Ty 一 (V oT, (n#0))"): 
据 2.1.1 中 (2) 式 , 我 们 有 


一 1 
1 oF = (% oF, (Mm) (es 
= (Vowp!,(0(.)o Na))”) 
= (yo (dp owW-!) ow on)’). 
由 此 可 见 , 和 jo! < 0™， 
注意 到 
io :i (UV) — pV) x A (R™) 


是 一 个 C™ 微分 同 胚 , 因而 元 HZ) 必 微 分 同 胚 于 U x A*(R™)*. 依 定义 2.1.1， 
A*(T*M) 是 M 上 的 一 个 Ch 维 Ce 实 同 量 从 . 


2.5.3 ”外 微分 形式 


定义 2.5.2 设 M 是 mm 维 光滑 流 形 ， 如 果 上 映射 w : M 一 4*(T*M) 使 得 
元 ow = idm,; 则 w 称 为 M 上 的 一 个 微分 k - 形式 . 若 w 还 是 Ce 映射 , 则 w 称 为 
M 上 的 有 次 C 外 微分 形式 , 它 是 上 次 外 形式 从 A4*(T*M) 的 光滑 截面 . 

设 (Cizli…… ,zm) 是 M 的 一 个 局 部 坐标 系 , 则 对 每 一 p € U, {dz1,:… ,dzm} 
是 T*+M 的 一 个 基 , 并 且 


{dzi 入 … .Adzi 人 L 入 和 < <ir sm} 
是 4*(T*M) 的 基 , 于 是 M 上 的 每 个 光滑 k- 形式 w 在 U 上 的 限制 可 以 表示 为 


w 一 >》 ai .idzi 和 人 …… 和 人 dzi， 
1&ii<:…<ik gm 
其 中 每 个 oa .. .i 是 UV 上 的 光滑 函数 . 
特别 ， U 上 的 每 个 光滑 m- 形式 可 表 为 w = adzl 入 …. 和 Adzm， 其 中 ae C™(U). 
此 外 , 光滑 0- 形式 就 是 一 个 光滑 函数 . 
将 次 外 形式 从 A*(T*M) 的 光滑 截面 所 成 的 空间 记 为 A*(M), 显然 它 是 环 
Ceco(M) 上 的 模 . 
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我 们 还 可 考虑 M 上 的 外 形式 从 


AT*M) = U A(T*M), 

PEM 
它 是 M 上 的 Ce。 实 向 量 从 . 将 它 的 光滑 截面 所 成 空间 记 为 A(M), 其 元 素 称 为 M 
上 的 Ce 外 微分 形式 . 显然 , 4A(M) 可 表 成 让 和 


A(M) = 》 A*(M), (1) 
k=0 


即 每 一 个 Cx 外 微分 形式 w 可 以 写 为 
w 二 wo 二 Wl 十 "… 十 Wm 


其 中 wk e A*(M),k = 0,1,… ,m. 外 形式 的 外 积 运算 可 以 推广 到 外 微分 形式 空间 
A(M). 设 w,we A(M), 令 


wAw(p) = wp)Awp),, peEM, 


等 式 右 端 是 两 个 外 形式 的 外 积 , 易 见 w 入 jE A(M). 空间 4(M) 关于 加 法 、 数 乘 
以 及 外 积 运算 成 为 一 个 代数 , 而 且 是 一 个 分 次 代数 . 所 谓 “ 分 次 ”是 说 4(M) 是 一 
列 向 量 空间 的 直 和 (1), 且 外 积 人 给 出 了 映射 A: 4k(M) x 4(CM) 一 4k+iCM). 当 
k 十 1 > m 时, 约定 4k+HICM) = 0. 


2.5.4 “外 微分 


外 微分 形式 空间 4(M) 在 流 形 论 中 之 所 以 重要 , 是 因为 在 A(M) 中 有 外 微分 
运算 d, 并 且 d 连续 作用 两 次 为 零 . 对 于 流 形 M 上 的 任何 Ce。 函数 f, 我 们 知道 
df 是 M 上 的 光滑 1- 形式 , 因此 可 以 说 算 子 d : 4°(M) 一 A1(M) 是 把 M 上 的 0- 
形式 映 为 1- 形式 . 现在 我 们 将 这 一 算 子 推广 到 4A(M) 中 . 

定理 2.5.1 设 M 为 m 维 C” 流 形 , 则 存在 唯一 的 线性 映射 


d: A(M) 一 A(M), 


称 为 外 微分 , 使 得 下 列 性 质 成 立 : 

() d: A*(M) — A*+’(M), 

(让 对 于 fe C~(M),d(f) = df( 通 常 的 微分 ). 

( 痢 ) 设 we A*(M),T € A(M), 则 d(wAT)= dwArT+(-1)*wAd7, 

(iv) d=dod=0. 

为 证 明 本 定理 , 先 证 明 下 列 引 理 . 该 引 理 是 说 , 对 于 每 一 个 外 微分 算 子 d, (dw)(p) 
只 依赖 于 w 在 点 p 的 一 个 小 邻 域内 的 性 态 . 
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引 理 2.5.1 设 d : 4(M) 一 4A(M) 为 外 微分 , 如 定理 2.5.1 中 所 述 . 若 we 
A(MM) 对 于 某 个 开 集 W c M 满足 ww = 0, 则 (dw)|w = 0. 因此 , 如 果 w,r e A(M) 
限制 在 开 集 W 上 , 有 wlw = rlw, 则 (dw)|lw = (d7)|w. 

证 明 假设 wlw =0. 取 pe W, 利用 流 形 的 局 部 紧 致 性 , 必 有 包含 点 p 的 开 
邻 域 V, 使 得 了 是 紧 致 的 , 并 且 pe VcVcwW. 由 引 理 1.2.2, 存在 流 形 M 上 的 
光滑 函数 f : M 一 下, 使 得 当 gq eV 时 , f(q)=1; 当 qe W 一 V 时 ,0 < f(g)<1; 
当 g eM 一 W 时 , f(g) = 0. 于 是 fw 在 M 上 恒 为 0, 并且 


0=d(fw) = (df) 人 w+ fdw, 


在 点 p 取 值 得 (dw)(p) = 0. 由 于 点 pe W 是 任 取 的 , 故 (dw)jw = 0. 由 此 可 推 
出 : 车 wjw = Tlw, 即 (w -7T)lw = 0, 则 0 = [dw -7)|w = [dw - drjlw, 即 
(dw)lw = (d7)|w. 

定理 2.5.1 的 证 明 

1° 了 唯一 性 ”假设 d : A(M) 一 4(MD) 满足 定理 所 述 性 质 ， 取 点 De MM, 并 设 
(U,z1,… ,zm) 是 围绕 点 p 的 一 个 局 部 坐标 系 . 若 w 为 M 上 的 光滑 &- 形式 , 则 w 
在 U 上 的 限制 可 表 为 


w|r = >》 ai dzZi 人 …… 和 人 dzi， 
其 中 诸 a;, ...， e C%(U). 现在 此 式 的 右边 不 是 M 上 的 微分 形式 , 因此 不 能 用 d 
直接 作用 于 它 . 不 过 利用 流 形 的 局 部 紧 致 性 , 必 存 在 包含 点 p 的 开 邻 域 太 , 使 得 
U1 是 紧 致 的 , 且 7 c U. 选取 g e Cece(M) 满足 : 0 < g < 1, 并 且 当 ve U0 时 ， 
9(q) =1, 当 gq ggU 时 , g(q) =0. 令 EA*(M) 定义 为 
w= >》 (gai1.in )d(gTi, ) 人 …… 人 和 人 d(gzi. ). 
需 说 明 的 是 , 对 于 UU 上 的 Ce 函数 h, gh 表示 M 上 的 Cee 函数 , 这 里 gh 定义 为 


_ J g(@h(q), qe€Ud, 
(gh)(q) -| 0 ggU 


显然 ， wl = ww. 由 引 理 2.5.1, (dw)lvu, = (dw)|o. 现在 


dj = 5 (gousd(9za) A A d(gzi,)) 
一 >》 d(gai ax) 入 d(gzi, ) 八 … 信 d(gzi, ) 十 ,gai.ind (d(gzi) 八 .… 信 d(gzi. )) 
二 > d(gaia.iis) 和 人 d(gzii ) 八 … 信 d(gxi,) 


第 一 个 等 式 是 因为 d 是 线性 算 子 , 第 二 个 等 式 是 据 性 质 (iii), 而 其 中 的 第 二 个 和 式 
中 的 每 一 项 均 为 零 是 依据 性 质 (ii) 及 (iv) 得 到 的 . 
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由 于 (dw)|v, = (dw)|w, 且 9 在 UV 上 和 便 等 于 1, 所 以 
(dw)|v, 一 3 >, (ae )dz; 和 Adzi 和 人.…… 和 dzi . 


1&ii<<ir gmij=1 7 
由 此 可 知 , 如 果 d 存在 , 那么 在 点 p 处 它 作 用 于 k&- 形式 上 所 得 的 值 必 由 上 述 公 
式 给 出 . 因为 点 p 是 M 中 任意 点 , 又 因为 每 一 个 微分 形式 是 诸 k- 形式 的 和 (k = 
0, 1,… ,m), 因此 唯一 性 成 立 . 
ae 存在 性 首先 局 部 地 来 定义 d. 设 (Uz1,… ,zm) 是 M 的 一 个 局 部 坐标 系 
(注意 U 目 身 是 一 个 光滑 流 形 ). 定义 
dr : 4(D) 一 A(U) 
如 下 : 对 于 w= >》 cidZi 人 .和 dzi € A*(U), 规定 
i <、.< 认 
drw = > 3 (oa au)dzi Adzil N***A 人 dzi,, (2) 
i < cig j=1 7 
然后 线性 扩张 到 A(UV) 上 . 性 质 (i) 和 (ii) 显然 满足 . 为 验证 (ii) 和 (iv), 首先 注意 
A(U) 中 的 每 一 形式 都 是 形 如 aii...i,dzit 入 … 和 Adza 的 形式 之 和 . 由 dr 的 线性 性 
与 外 积 关于 加 法 的 分 配 律 , 只 需 对 上 述 这 种 形式 验证 (ii) 与 (iv). 假设 
HL= Qi dri 和 .和 人 dzi ,TT 一 bij dTj) 八 -… 信 dzj,,， 
那么 
drr(1 和 人 T) =dv (Qa.in bij dTi 八 .… 信 dzi, 人 dzj, 和 人 人.…… 人 和 人 dzi,) 
Wh 0 0 
一 2 CC 十 Qi in 0 
.dzr Adzi 人 … :Adzi A 人 dzi 入.…… 和 dz 
一 (2 Be (oi )dar 和 Adzi 人.…… 和 on 和 人 (bj dy 人.…… 和 人 dz7,) 
十 (—1)*(@i...i, dzi, 八 … 信 dzi, )A 


一 0 
(> Br (Qi) der 和 人 dzj) 八 …: 信 do 一 (dup) 和 A 人 了 十 (—1)*y A drr7. 
7 一 工 了 


dz 一 dv (> 2 (Qi )dqzr 和 人 dzi 人 “和 so) 


0 
ao dz。 和 人 dz 和 人 dzi 八 … 作 dzik， 
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在 这 个 式 子 中 , 对 应 于 > = s 的 项 自然 为 零 . 而 当 r 夭 s 时 ， 
0 0 0 6 


Bz, Bar (ut) — Br Bs (ou) 


D .0 
Br, Oz, ( 
因此 其 余 各 项 两 两 抵消 . 
由 此 可 见 , 算 子 dv 具有 性 质 (i)~(iv)， 由 唯一 性 可 知 , 4(C) 上 上 其 有 这 些 性 质 
的 每 一 个 线性 算 子 由 公式 (2) 给 出 . 特别 , 对 于 U 的 任意 开 子 集 吸 以 及 M 上 任 
意 微分 形式 w, 我 们 有 


ai )d7s。 和 A dzr = dzr 人 dz。， 


一 Or Bz, (aa ) 


dv (wlv,) = (dv (wlv))|o,. 
这 一 关系 使 我 们 能 够 对 所 有 的 we 4(M) 以 及 任意 坐标 邻 域 U, 用 (dw)jlu = 
du (wlv) 来 整体 地 定义 d， 这 个 d 是 完全 确定 的 , 因为 当 U 和 是 有 重 登 的 坐 
标 邻 域 时 ， 
(dr (wjr))lzrrv 一 dunv(wlrnv) 一 (dv(wlvjvrv 。 
由 于 对 每 个 7 而 言 , dv 都 具有 性 质 (i)~(iv), 因此 d 满足 性 质 (i)~(iv). 
例 1 设 (z,yz) 是 R3 中 的 向 卡 儿 坐标 . 


1) 者 f € C™”(R), 则 df = dz + Dy 十 dz, f 的 梯度 gradf = 
of of H) 
(Fe | 


2) 若 wi = 4dz+ Bdy 十 Cdz 为 R3 上 的 光滑 1- 形式 , 则 


dwl= dAAdr+dBAdy+dCAdz 


oC 9B OA 9C OB 04 
=- ( 靳 - 苇 jeAdz+( 医 - 乱 )2Ae+ (性 - 医 ) 和 A 


、 acC OP04 9C OB 04 
_ | (一 -一 一 -一 -一 一 
记 瑟 = (4,B,O), 则 向 量 场 X 的 旋 度 curlX (B FB Br oe ) 


3) 车 wo = Ady 人 dz 二 Bdz 人 dz 十 Cdz 入 dy 为 R3 上 的 光滑 2- 形式 , 则 


dw2 一 (¥+ 十 dr Ady Adz = divX dz A dy A dz, 
其 中 divX 表 向 量 场 X = (4, B,O) 的 散 度 . 
依据 外 微分 算 子 d 的 重要 性 质 : d? = 0, 立即 得 到 场 论 的 两 个 基本 公式 . 设 f 
是 R3 上 的 光滑 函数 , X 是 R3 上 的 光滑 向 量 场 , 则 


curl(gradf) = 0, 
div(curlX ) = 0. 
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设 M 和 AN 是 Co 流 形 , FF:M 一 NN 为 C” 映射 , 则 它 可 诱导 出 外 微分 形式 
空间 之 间 的 线性 映射 F* : A(N) 一 A(M), 现 定 义 如 下 . 

对 于 fe A?(N)=C™(N), 令 F*(f)= foF; 

对 于 we AK(N)(k > 0), 令 

(F*w)p(X1(p),:** ,Xk(P)) = wp) (dF )p(X1(p)),** , (dF)p( XRD)))， 

其 中 Xi1,… ,Xk 为 M 上 的 光滑 同 量 场 ,p e M. 

易 见 F*w e A*(M), 并 且 Fr*:A*(N) 一 4A*(M) 是 线性 映射 . 然后 依 线性 性 将 
F" 扩充 到 4A(N) 上 . 事实 上 , F* : A(N) 一 A(M) 还 是 一 个 代数 同 态 , 因为 由 命题 
2.4.3 可 推出 映射 F* 与 外 积 是 可 交换 的 , 即 对 任意 wm e A(N), 有 

FY(wAn) = FrwAFn. 

诱导 映射 F* 的 重要 性 还 在 于 它 与 外 微分 算 子 d 可 交换 . 

定理 2.5.2 设 F:M 一 是 从 光滑 流 形 M 到 NN 的 光滑 映射 , 则 诱导 映射 
F* : A(N) 一 A(M) 和 外 微分 d 可 交换 , 即 


F*od=doF*:A(N)— A(M). (3) 
或 者 说 有 下 列 交换 图 表 
A(N)——d A(N) 
| 
A(M) A(M) 


d 

证 明 ”由 于 F* 和 d 都 是 线性 的 , 只 要 考虑 (3) 式 两 边 对 单项 式 w 的 作用 . 

1° 设 w= fe A(N), 即 FeCc(N). 任 取 M 上 的 光滑 向 量 场 义 , 则 
F*(df)(X)= df(dF(X))= d(f o F)(X)= d(F”*f)(X), 


所 以 
F*od(f)=doF"(f). 
2° 设 w = do, 其 中 f,g € C%(N), 则 
F*(dw)= F*(df Adg) = F*df A F*dg 
=d(F*f)Ad(F*g) = d(F*w). 
3° 假定 (3) 式 对 次 数 <k 的 外 微分 形式 成 立 , 现 证 明 它 对 大 - 形式 亦 成 立 . 设 
we 4k(N) 为 k 次 单项 式 , 写 为 


W = WI1 人 \ Wy, 
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其 中 wi e A1(N),wo e A*-1(N). 由 归纳 假设 得 


doF*(wi Aw2)= d(F*w1 AF*w,>) 
= d(F*Yw) AF*wo — F*w1 Ad(F*w») 
= F*(dwi Aw2) — F*(w1 A dw2) 
= F od(wi Nw2). 


2.5.5 ” 歼 竖 度量 


以 上 我 们 讨论 流 形 上 光滑 的 次 外 微分 形式 实际 上 就 是 光滑 的 反对 称 阶 协 
变 张 量 场 , 现在 我 们 介绍 对 称 的 协 变 张 量 场 的 一 个 重要 例子 , 即 黎 曼 度量 . 

定义 2.5.3 设 M 为 mm 维 微分 流 形 ， 如 果 对 M 的 每 个 点 p, 指定 切 空间 
T,M 上 一 个 (0,2) 型 张 量 , 即 T,M 上 的 双 线 性 函数 gp =<, >p: TpM x TM 一 
RR, (Xp, 了 p) PP gp(Xp, Yp) 一 < 和 pyYp >y, 满足 

(i) 对 称 性 gp(Xp, Yp) 一 gp(Yp, Xp), 

(ii) 正定 性 ”gp(Xyp, Xp) > 0, 并 且 gp(Xp, Xp) = 0 Xp = 0, 
即 在 M 的 每 一 点 的 切 空 间 上 指定 了 正定 内 积 , 并 且 要 求 

(六) 内 积 <,> 是 光滑 的 , 即 对 于 M 上 的 任意 光滑 向 量 场 X Y, 映射 p 性 
< X,Y >p=< 六 (p),Y(p) >p 是 M 上 的 光滑 函数 . 

那么 我 们 说 g =<, > 为 M 上 的 一 个 黎 曼 度量 . 简 言 之 , M 上 的 一 个 光滑 的 对 
称 正 定 的 2 阶 协 变 张 量 场 称 为 黎 曼 度 量 ( 或 黎 曼 结构 )， 定义 了 黎 曼 度量 9 的 微分 
流 形 M 称 为 艇 曼 流 形 , 记 为 (M, g). 

现 考虑 g 的 局 部 坐标 表示 . 设 (Uz1,… ,zm) 是 M 的 一 个 局 部 坐标 系 , 令 


DO 0 
9 一 9 (部 部-) 1,7 = 1,.… ,m, 
则 gi; 是 U 上 的 光滑 函数 . 因 9 是 对 称 的 , 故 g;; = gji;. 由 线性 代数 知 , 9 是 正定 的 
当 且 仅 当 和 矩阵 4 = (gi;) 是 正定 的 . 因此 , 黎 曼 度量 g 在 UV 上 可 以 表示 为 


9U 二 >», gijd7zi ® dz;, (gi; ) 为 对 称 正定 矩阵 . 


1,] 二 1 
对 于 M 上 的 光滑 向 量 场 与 Y, 它们 在 U 上 分 别 表示 为 X = Xz Xi = 
、 I 二 1 i 


一 0 、 
Xi 与 了 = DY = Y(w). 简 记 X = (XXm),Y = (VY), 
j=1 
那么 
g(X,Y)=< X,Y >= 》 gyXiy; = XAY™. 


,7=1 
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定理 2.5.3 ”在 mm 维 光滑 流 形 M 上 必 有 黎 曼 度量 . 

证 明 ”由 定理 1.2.1 知 ， 存 在 一 个 M 上 的 坐标 邻 域 的 局 部 有 限 的 开 和 覆盖 
{ (Ua,z?)| a eT} 以 及 从 属于 它 的 单位 分 解 {mala e TT}. 在 每 个 U。 上 定义 一 个 
黎 曼 度量 <,>U, 为 


DO 9 ，， 
人 = 0 bj=1,,m. 
Ua 


na(D) <,>U,., PE Us, 
QO" <,> a 一 
(7 Ua ) (p) | 0 peM_U, 


定义 的 ma: <,>r 是 M 上 光滑 的 2 阶 对 称 协 变 张 量 场 . 再 令 


g =<, >= 》 Noe: <,>ue - 
CE 六 
由 于 覆盖 { U6|a e TT} 的 局 部 有 限 性 , 上 式 右 端 在 任意 点 pe M 的 某 一 邻 城内 只 
是 有 限 多 个 项 之 和 , 因此 9 是 定义 在 M 上 的 一 个 光滑 的 2 阶 对 称 协 变 张 量 场 , g 
还 是 正定 的 留 给 读者 验证 . 这 样 g 便 是 M 上 的 一 个 黎 曼 度量 . 


2.6 李 (Lie) 导数 


张 量 场 和 微分 形式 可 以 对 于 一 个 给 定 的 向 量 场 进行 微分 运算 , 所 得 到 的 导数 称 
为 李 导 数 . 

定义 2.6.1 ”在 流 形 M 上 取 定 一 个 光滑 向 量 场 X, 由 定理 2.2.2 知 , 将 X 生 
成 的 局 部 单 参数 变换 群 记 为 {hi}. 令 Y 是 M 上 的 另 一 个 光滑 向 量 场 , 我们 定义 
Y 在 点 pe M 处 关于 X 的 导数 如 下 : 首先 沿 着 X 的 过 点 p 的 积分 曲线 移 到 扩 
q = hi(p),Y 在 点 q 的 值 经 dhz! 拉 回 到 7T,M, 于 是 dh_i(Yhs(p)) 是 切 空间 TM 
中 的 一 条 曲线 . 考虑 该 曲线 在 上 = 0 处 的 切 向 量 , 即 考虑 取 值 于 T,M 中 的 光滑 向 量 
值 函数 tr dh_t(Yi,(p)), 并 且 取 它 在 t= 0 处 的 导数 , 称 为 Y 在 点 p 关于 X 的 李 
导数 , 记 为 (ExY)r, 于 是 有 


而 由 


dh_r(Yh,(p)) Yp _ d 

一 di) 
它 是 光滑 向 量 场 Y 沿 X 的 流 线 的 变化 率 ( 见 图 2.4). 读者 不 难看 出 , (LxY)p 还 可 
以 表示 为 


(LxY)s, = lim 


Y, — dh (¥, 
(LxY)p = lim Ph (2) 
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dh 区 (Yaxp) 


图 2.4 
定理 2.6.1 设 X,Y 是 Co 流 形 M 上 的 任意 两 个 光滑 向 量 场 , 则 


LxY = [X,Y]. 


证 明 ” 任 取 点 pe M, 需 证 (LxY)s = [X,Y]p. 设 f 为 定义 在 点 p 附近 的 光 
滑 函 数 , 记 X 生成 的 局 部 单 参数 变换 群 为 {hi}, 令 F(t,p) = f (hi(p)). 
* dF (st, p) 


! dF(w, p) 
Flip) -PO0,p)= 上 Da = { he 


ds, 


vu=st 


1 
故 f(hi(p)) = f(p) + tg(p), 其 中 gi(p) = | df (hu(p)) 


du 
d 
fu)| = Xof 


t=0 


ds, 并 且 go(p) 三 
st 


wu 二 


(LxY)»(f)= lim (2 


Yof 一 Yh _,(p) f 
t 


f = lim Ybf 一 -eo 9 ht) 


t 一 0 
= lim 一 lim Yh_,(p) (9t) 
= Xp(Yf)— Yogo0 = Xp(¥Yf)— Yo(Xf) = [X,Y]pf, 
于 是 
(LxY )p 一 [X, Y |]y. 


可 以 用 类 似 的 方法 定义 一 个 微分 形式 w 关于 向 量 场 X 的 李 导 数 . 注意 在 这 种 
情况 下 , w 在 点 hi(p) 取 值 wn,(yp), 经 由 拉 回 到 A(T*M), 因而 定义 
hz (whe(p)) 一 wp 
t 


. dl 
(Lxw)p = lim = | (Whe(p)). (3) 
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知 w 是 M 上 的 光滑 次 外 微分 式 , 则 Lxw 仍 为 k 次 外 微分 式 , 因而 Lx : 
A*(M) 一 4*(M). 不 难 验证 , 对 于 M 上 任意 个 光滑 向 量 场 剖 ,… ,六 , 有 


(Lxw)(Y1,:…: , Yk) = Lx(w (Yi -De 71,: ”" 了 5 一 1, LxY;, Yj+1,: " * ,Yr). 


命题 2.6.1 设 X 是 M 上 的 Ce 向 量 场 , 则 李 导 数 Lx : 4(M) 一 A(M) 是 
一 个 求 导 算 子 . 
证 明 Lx 显然 是 线性 的 . 下 面 证 明 


Lx(wAw)= Lxw Aw +wALxw, w,w €A(M). 


设 {ht} 是 由 久生 成 的 局 部 单 参数 变换 群 , 则 


hi(wAwW)—wAw 
t 
hriwAhrw —hiwAw ,hiwAw—wAw 
一 lim 一 一 -一 十 linm 一 -一 一 
t 一 0 t t—0 t 


h*w’ 一 w’ h*w—w 
= lim hrw 和 (im Pi) 十 (1m : ) Nw 
t 一 0 t 一 0 t t 一 0 t 
=wALxw Lxw 人 Nw. 


我 们 将 向 量 空间 中 的 内 乘 运 算 引 入 到 流 形 中 来 . 设 X 是 m 维 流 形 M 上 的 
Cee 同 量 场 , 对 1 < k < m, 映射 


i(X): A:(M) — A*-!1(M) 


Lx(wAw’)= lim 


定义 为 : 对 于 w e A*(M)，(i( 关 ) : w)(p) = i(X(p))w(p), Yp e M， 等 价 地 , 令 
i(X)w(T, 1) = w (X11) 其 中 说 ,… ,了 -1 是 M 上 任意 k 一 1 个 
Ce 同 量 场 . 

约定 : i(X) 在 40(M) = Cee(M) 上 的 作用 为 零 映 射 . 

命题 2.6.2 ”假设 和 是 M 上 的 光滑 向 量 场 , 那么 在 A(M) 上 ， 

(i) Lxod= doLx, 

Gi) Lx =i(X)od+doi(X). 

证 明 仅 证 (了 这. 首先 由 2.4.3 中 (7) 式 以 及 定理 2.5.1(ii) 可 推出 

(i(X)od+doi(X))(wAT) 
=(i(X)od+doi(X))JwAT+wAaA(i(X)od+doi(X))7, 


因而 i(X)od 十 doi(X) 也 是 4(M) 中 的 一 个 求 导 算 子 , 并 且 它 与 d 可 交换 , 这 是 
因为 dod = 0 之 缘故 . 
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任 取 fe Ce(M), 则 (i(X)od+ doi(X)f = i(X)(df) = df(X) = Xf. 又 
(Tx) = jim Ef (mp) = Xof, 故 Lxf = Xf. 这 说 明 


Lx 与 (i(X)od 十 doi(XX)) 在 函数 上 的 作用 相同 , 因而 (ii) 式 可 以 从 局 部 坐标 系 中 
的 计算 而 得 出 , 细节 请 读者 补 述 . 


2.7 de Rham 上 同调 群 


本 节 将 引进 de Rham 上 同调 群 , 证 明 Poincaré 引 理 , 陈述 de Rham 同 构 定理 ， 
其 证 明 放 在 第 5 章 . 此 外 给 出 了 计算 de Rham 群 的 实例 . 

定义 2.7.1 设 M 是 光滑 流 形 , M 上 的 一 个 光滑 次 微分 形式 w 是 闭 的 , 如 
果 dw = 0. 称 形式 w 是 恰当 的 , 如 果 有 另 一 个 光滑 形式 re A*-1(M) 使 得 w = dr7. 

设 24(M,R) 表示 M 上 闭 &- 形式 所 成 的 向 量 空间 , Bi(M, 了) 表示 M 上 恰当 
k- 形式 所 成 的 向 量 空 间 , 即 


24(M,R) ={we4(M)|do=0}， 


BS(M,R) = {we A*(M)| 存 在 r € 4*-!(M), 使 得 w = dr}. 


因而 Z*(MM, 民 ) 是 同 态 d : 4A*(M) 一 4*+1(M) 的 核 ,B*(M, 民 ) 是 同 态 d : A*-1(M) 
一 A*(M) 的 像 . 由 于 d? = 0, 所 以 Bi(M, 民 ) C 2Z*(MM, 民 ). 商 空 间 


Hi(M,R) 一 Zi3(M, R)/B§(M,R) 


称 为 流 形 M 的 第 个 de Rham 上 同调 群 . 当 M 为 紧 致 流 形 时 , 其 维 数 为 有 限 
数 . 记 dim HS(M,RR) = bx, 称 为 M 的 第 上 个 Betti 数 . 

如 果 M 的 第 大 个 Betti 数 是 零 , 则 M 的 任意 闭 k- 形式 都 是 恰当 的 . 然而 一 
个 闭 形式 未 必 是 恰当 的 . 经 典 的 反例 是 R? 一 {0} 上 的 光滑 1- 形式 


dz 十 dy. 


y 7 
显然 

2 ,2 2 2 ,2 2 

T+y —2y Ty —27 

一 一 一 一 一 dy Adz 二 一 一 一 一 一 dzA 人 dy = 0， 
(Z2 二 12) 7 T+ CC 二 2 oY 


故 w 是 光滑 闭 形式 , 但 它 不 是 恰当 形式 . 若 不 然 , w = dn,n e Cee(R2 一 {0})), 则 


大 “= 人 dn = 广 (0)d0 = 9(2r) 一 (0) = 0 


dw = 
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这 与 
人 -上 人 - dz 十 一 _d 
S1 Ss1 -Er rty 


一 -三 [0 sin0) 十 os COS 0 db 
0 


cos20 十 sin20 cos20 十 sin20 


2 
= 上/ d0 一 2 
0 


相 了 矛盾 , 其 中 积分 是 沿 单位 圆周 逆 时 针 方向 . 
命题 2.7.1 设 M 是 mm 维 Cee 连通 流 形 , 则 


HY(M,R)R. 
证 阴 B9(M, 恨 ) = {0}, 故 
Hi3(M,R)= Za(M,R)= {f eC™(M)|df = 0}. 


任 取 点 ps M, 存在 围绕 点 p 的 局 部 坐标 系 (U, yp; z1,.… ,zm), 使 得 UV 是 连通 的 . 
由 


得 到 。 st = 0, 11 ,m, 这 说 明 jo w-! 在 连通 开 集 ow(U) 上 取 


常 值 ， 因而 flu 为 常 值 . 选取 po e M, 令 


Mi={pEéeMI|f(p)= f(po)} ,M2 = {PE MI|f(p) # f(po)}, 


两 者 都 是 M 的 开 集 且 互 不 相交 ,Mi U M2 = M. 由 于 M 连通 , 上 且 po e Mi, 故 
M2 = 2, M=Mi, 说明/ 是 M 上 的 常 值 函数 , 于 是 


H9(M, 民 ) = {f : M 一 了 为 常 值 函数 } 兰 玉 . 


定理 2.7.1(Poincar6 引 理 ) 设 M Cc Rm 为 包含 点 0 ERm 的 星 形状 开 集 ( 因 
而 对 任意 点 pe M, 连接 点 0 与 p 的 直线 段位 于 M 中 ), 则 


R, k=0, 
0, 0O0<k<m. 


H*(M,R) 宕 | 


证 阴 ” 星 形状 开 集 M 是 道路 连通 的 , 当然 它 也 是 连通 的 . 据 命题 2.7.1, H9(M,R) 
及 . 


i 
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当 0 <k < m 时 ,和 欲 证 H*(M,RR) = 0, 只 需 证 Z*(M,R) = BS(M,RR)， 而 
Bk(M,R) C 2*(M,RR), 因此 证 Z*(M,R) C Bi (MM, 月 ) 即 可 . 为 此 , 对 1<kgm, 构 
作 一 个 线性 映射 hy : A*(M) 一 4*-1(M), 使 得 

hrriod+doh = id. (1) 
这 样 一 来 , 如 果 w e A*(M) 使 得 dw = 0, 那么 由 上 式 得 


w = hrri(d(w)) + d(hi(w)) = d(hx(w)), 


因而 Z4(M,R) C B*(M,RR) 得 证 . 下 面 就 来 构 作 {hx}. 
利用 命题 2.6.2 中 公式 (i)， 


Lx =i(X)od+doi(X), (2) 


这 里 X= Dr 为 M 上 的 径 向 向 量 场 . 定义 线性 算 子 ak : A*(M) 一 A*(M) 
如 下 : 首先 令 


ak(jdri A 人::: Adri )(p) = (1 #1 f(tp)at) dri 和信:** 人 dri, (D)， 


然后 线性 扩张 到 整个 A4*(M) 上 . 
由 于 李 导 数 Lx 与 外 微分 d 可 换 , 我 们 可 得 到 


QkO Lx(fdri, 人 “人 dri )(p) 
(et Tn fans A ar ) (D) 
一 以 tt-! (we 十 >》 ri(tp) | ) 4] dri, 入 …… 人 和 dri., (p) 
=-(/ — (ttf(tp ren d7ri 信人.… :Ad7i 
= A ‘人 人 dri, ， 
于 是 在 A4*(M) 上 , 有 axo Lx = id. 再 结合 (2) 式 , 便 得 到 在 4*(M) 上 , 有 


id = Qk oi(X)od++axrodoi(X). (3) 


2.7 de Rham 上 同调 群 -97 : 


下 面 说 明 ak+lod = do ax, 这 是 因为 
Qk+10 d(fdri, 八 .… 信 dri. }(p) 


一 CQK 二 1 ( 区 dr 和 人 dr 八 … 信 an ) (p) 

1 of 
_ k A 。 . ee ee 
一 | | 1 > 区 |. dt | dri Adri 入.… 和 Adri (p) 


1 
=d (/ tf(tp)dt) dri A**: A dri, (P) 
0 
=doQgp(fdri AN::. A dir, )(p). 


于 是 (3) 式 变 为 
id = ak oi(X)od+doaxr-1oi(X). ( 共 


一 0 
太一 CQk_1017 》 my ， 


得 到 的 线性 变换 hh : A*(M) 一 4*-!1(M) 恰好 满足 (1) 式 . 根据 前 面 的 分 析 , 本 定 
理 得 证 . 

例 1 讨论 单位 圆周 51 的 de Rham 群 . 因为 对 于 kk > 1, 在 S! 上 无 非 零 的 
k 一 形式 , 因此 除 k= 0, 1 之 外 , 所 有 上 同调 群 H*(S1, 恨 ) 全 部 为 零 . 因 51 连通 , 据 
命题 2.7.1， 

Hy(S',R)  R. 

下 面 计 算 H1(S1,RR). 如 果 用 0 表示 S51 上 点 的 极 坐 标的 极 角 , 那么 允许 相差 
2r 的 整数 倍 . 然而 它 的 微分 db 却 是 5S1 上 处 处 非 零 的 光滑 1- 形式 , 但 是 它 不 是 恰 
当 的 . 者 不 然 , 它 在 §1 上 的 积分 应 当 为 0 而 不 是 2x. 

源 言 : 若 w 是 51 的 光滑 1- 形式 , 则 存在 常数 c， 全 得 w 一 cd9 是 恰当 的 . 

现 设 w = f(0)d9,c = 元 上 w, 并 假定 9(b) = 上 (f(0) - c)d6， 因 为 对 每 一 

Tsi 0 


个 整数 n, g(9 + 2xm) = g(9). 所 以 g 是 51 上 的 一 个 完全 确定 的 .C™ 函数 , 并 且 
dg = (f(0) -ec)dg =w 一 cd9, 这 说 明 S1 上 的 任意 光滑 1 - 形式 与 db 的 某 个 实数 倍 
( 即 常 数 c) 相差 一 个 恰当 形式 , 所 以 Hi(S1,R) 涯 及. 

问 : 如 果 两 个 光滑 流 形 微 分 同 胚 , 那么 它们 的 de Rham 上 同调 群 有 何 关 系 呢 ? 
设 M,N 为 Cee 流 形 , F : M 一 NN 为 Coee 映射 ,如 2.5 节 中 所 述 , 它 诱导 出 外 微分 
形式 空间 之 间 的 线性 映射 F* : A*(N) 一 4k(M). 据 定 理 2.5.2, 我 们 有 


F* :ZHEN,R)— ZI(M,R) 及 F*: BI(N,R)— BI(M,R). 
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事实 上 , 若 we Zk(N,RR), 则 d(F*w) = FF*(dw) = 0 故 F*w e 下 (MMR). 车 
w E BA(N, RR), 则 存在 re A*-1(N), 使 得 dr = w, 因而 Fw = F*(d7) = d(F*7)， 
故 Frw e BK(M, 民 ). 因此 , F* 诱导 出 de Rham 上 同调 群 之 间 的 一 个 线性 映射 


F :2Z8(N, R)/B*(N, R) 一 Z$(M, R)/BI(M, R), 
即 
F: HE(N,R) 一 HE(M,R). 


如 果 望 :M 一 NN 及 G:N 一 工 都 是 C% 映射 , 容易 验证 (Go 下)* = F*oG*， 
因此 Go 五 = 疡 o。G, 即 由 下 面 的 左 交换 图 表 推 得 右 交换 图 表 


~ 


F 大 
M— FN H:(M, R) Ha(N, R) 
> | 从、 [ 
L Hi(L, R) 


又 车 idm : M 一 M 为 恒 同 映射 , 则 id : HE(M, 民 ) 一 HE(M, RR) 为 恒 同 同 态 . 
由 此 可 得 到 

定理 2.7.2” 设 M,N 为 光滑 流 形 ,FF : M 一 N 是 C% 微分 同 胚 , 则 对 每 一 
kk 之 0, 由 下 所 诱导 的 同 态 下 : HS(N,RR) 一 HS(M, 民 ) 是 同 构 . 

”这 说 明 流 形 的 de Rham 上 同调 群 是 微分 同 胚 意 义 下 的 不 变量 ， 需 指出 的 是 ， 
虽然 这 些 上 同调 群 是 由 流 形 的 微分 结构 所 决定 的 , 但 它们 还 是 拓扑 不 变量 , 即 如 果 
两 个 光滑 流 形 拓 扑 同 胚 (而 不 必 微 分 同 胚 ), 那么 它们 有 同 构 的 de Rham 上 同调 群 ， 
这 正 是 深刻 的 de Rham 定理 所 揭示 的 . 第 5 章 对 下 列 形式 的 de Rham 定理 给 出 
了 初等 的 详细 证 明 . : 

定理 2.7.3(de Rham 定理 ) 若 M 是 一 个 光滑 的 可 单纯 训 分 流 形 , 则 对 每 个 
k:0<k< dim AM， 
HE(M,R) 宕 H*(M,R), 


上 式 右 边 是 由 M 的 拓扑 所 决定 的 实 单纯 上 同调 群 . 

除 考 虑 拓扑 不 变性 外 , de Rham 上 同调 群 还 具有 同 伦 不 变性 , 即 

定理 2.7.4 ” 若 光 滑 流 形 M 和 N 在 连续 的 意义 下 有 相同 的 伦 型 , 则 它们 有 
同 构 的 de Rham 上 同调 群 , 即 


Hs(M,R) 兰 HS(N, R). 


证 明 可 参看 文献 [14]. 


习 题 2 . 99 . 


例 2 设 M = R? 一 {0} 为 R? 的 开 子 流 形 , 可 参照 例 1 那样 计算 M 的 de 
Rham 上 同调 群 , 但 更 简便 的 办 法 是 利用 M 与 单位 圆周 5S1 是 同 伦 等 价 这 一 事实 ， 
立即 得 到 

; koal pun | Rk=0,1, 
Ha(M,R) Se Ha(S ,R) | 0 大 01 


习 题 2 


1. n 维 实 射影 空间 RP" 是 R"+1 中 所 有 1 维 线性 子 空间 所 构成 的 n 维 光滑 流 形 , 因此 
任意 一 点 [z] e RP" 是 R"+! 中 的 1 维 线性 子 空间 . 令 马 = U [2], 映射 xn: 一 RP" 


zjeRPn 
使 得 对 于 任意 的 ve [zl 有 7(v) = [z], 试 给 出 五 的 光滑 结构 ， 使 得 T :五 一 下 Pn 成 为 在 实 
射影 空间 及 P"” 上 秩 为 1 的 向 量 从 , 并 求 该 向 量 丛 的 过 渡 函 数 . 
2. 验证 定义 2.1.1 和 定义 2.1.2 是 等 价 的 . 
3. 证 明 了 2” 上 的 向 量 场 


0 0 0 
Y = 一 n n—la 
2 一 -一 Bz, Tie— Bz2 十 ... 十 TX2 Br 一 了 2m 一 1 开交 


在 92"-1 上 的 限制 确定 了 52"-! 上 一 个 非 零 的 向 量 场 . 
4. 在 R? 中 , 取 p 点 (p 六 (0,0)) 的 局 部 坐标 系 (7,0)( 极 坐标 ), 作出 局 部 Cee 向 量 场 六 


和 训 的 示意 几 说 明 2 和 ”是 R? - {(0,0)} 的 Ce 向 量 场 的 理由 ， 并 将 它们 表示 为 


了， B72 _9_( 其 中 Z1 og 7T2 一 二 的 线性 组 合 . 试 对 R? 中 点 p 冯 (0, 0, z) 的 局 部 坐标 
(7, 0， 了 ]( 柱 面 坐标 ) 作 同 样 的 工作 . 

5. 设 M 是 微分 流 形 , pe M,v € T,M 是 任 一 向 量 , 证 明 : 存在 M 上 的 光滑 向 量 场 X， 
使 得 X == v. 

6. 设 在 R3 中 给 定 3 个 光滑 切 向 量 场 

0 0 0 .0 0 6 
-其 -z 训 了 = 坟 Yaz’ Z = 1 
求 [X,Y], [Y, 2Z] 和 [2Z, XX]. 

7. 设 M, N 为 光滑 流 形 , 下:M 一 NN 为 髓 入 且 F(M) 是 N 的 闭 子 集 . 证 明 : 对 于 M 
上 的 任意 Ce 向 量 场 XX, 必 存 在 .N 上 的 向 量 场 Y, 使 得 X 和 Y 是 F- 相关 的 . 

8. 设 政 : M 一 入 是 光滑 映射 , X 是 流 形 M 上 的 向 量 场 假定 当 Fr(p) = F(q) 时 , 有 
(dF)z(X(p)) = (dF)a(X(g)), 问 在 流 形 N 上 是 否 存在 光滑 向 量 场 Y, 使 得 关 和 Y 是 FF- 相 
关 的 ? 试 说 明理 由 . 

9. 设 (6,p) 为 环 面 S: x S1 的 局 部 坐标 系 , 证 明 { 训 总 | 是 S1 x S1 上 的 C~ 向 量 
场 , 并 指出 这 两 个 向 量 场 的 积分 曲线 . 

10. 设 f : M 一 入 是 光滑 映射 , 假定 X e C”(M,T(M)),Y €E C™(N,T(N)), 且 XX 与 
Y 是 f- 相关 的 . 证 明 : 若 y(t) 是 XX 的 积分 曲线 , 则 fo y(t) 是 Y 的 积分 曲线 . 
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11. 求证 : 若 微分 流 形 M 上 存在 局 部 流 po : I[: x M 一 M, 这 里 Ic = (~e,e)(e > 0), 则 
0 可 扩充 成 M 上 的 整体 流 . 

12. 设 yp :及 xM 一 AM 是 微分 流 形 M 上 的 1- 参数 微分 同 胚 群 , 问 : 是 否 存在 M 上 的 
光滑 向 量 场 XX, 使 得 X 产生 的 M 上 的 微分 同 胚 群 即 为 p? 

13. 求 出 R? 中 由 下 列 向 量 场 产生 的 1- 参数 微分 同 胚 群 : 

1) X=0; 3) X= (=12); 


3) X= "区 tz DX =o ty 
14， 设 U 为 流 形 M 的 开 集 , 则 UV 上 的 分 布 人 D 是 对 合 的 充 要 条 件 是 它 的 任 一 局 部 基 
{Xi1,.…., Xk} 的 每 一 个 括号 积 有 下 列 线性 组 合 关系 ; [Xi;, Xj] = 》 性 Xa, 其 中 虱 是 UV 上 


的 Cee 函数 

15. 设 阅 =z 交 - J Xz = -> 元 + "于 ， 和 = 其-z 亢 证 明 {Xi,X2, Xs} 确 
定 了 RR3 上 的 一 个 2- 维 分 布 , 且 是 对 合 的 . 

16. 设 KX 一 训 ,Xo 一 训 ++ x ,证 明 : {Xi,X2} 是 R3 上 的 一 个 2- 维 分 布 , 但 不 是 对 
会 的 | Z 1 Oz 

17. 设 p 是 微分 流 形 M 上 的 2 阶 协 变 张 量 场 , 证 明 yp 是 光滑 的 当 且 仅 当 对 于 M 上 的 
任意 光滑 向 量 场 X,Y, p(X,Y) 是 M 上 的 光滑 函数 . 

18. 设 (已 po) 是 流 形 M 上 的 对 合 分 布 只 的 积分 流 形 ,% : N 一 M 是 Ce 映射 , 满足 
W%(VN) C p(P). 证 明 存 在 从 N 到 P 的 唯一 一 个 映射 yo 使 得 po ypo = ,并且 Wo 是 C” 的 . 

19. 证 明和 定理 2.3.3. 

20. 考虑 带 有 标准 投影 1 :M xN 一 M 和 72 :M xN 一 NN 的 积 流 形 M x N. 

1) 证 明 a : M 一 M x N 是 Ce 的 当 且 仅 当 ri ea 和 ra o a 是 C™ 的 . 

2) 证 明 上 映射 v 一 (dri(v), dr2(v)) 是 Tin)(M x NN) 与 TmM @ TnN 的 一 个 同 构 . 

3) 设 关 和 YY 分 别 是 M 和 N 上 的 Ce 向 量 场 , 那么 由 (b), X 和 Y 规范 地 决定 MxN 
上 的 向 量 场 X = (X,0) 和 Y = (0,Y) 证 明 [X,Y] = 0. 

4) 设 (mo,no) €E M x N, 并 且 通 过 令 i (mm) = (m,no),imo(n) = (mo,n) 定义 内 射 
ino : M — M x N 和 imo : N — M x N. 令 veETmnono)(M x N),v = dni(v) € Tno M, v2 = 
drz(v) € Tno N, f €E C™(M x N). 证 明 v(f) = vi(f oino) + v2(f oimo). 

21. 证 明 实 向 量 空间 V 中 的 向 量 v1,… ,vx 线性 相关 的 充 要 条 件 是 v1 人 :A 人 vk = 0. 


22. 设 如 ,… ,Vv 和 wi,:… ,wk 是 向 量 空 间 V 中 的 两 组 向 量 ， 满足 >》 vi 人 wi 二 0. 如 果 


t=] 
k 
v1,"… ,Vk 线性 无 关 , 那么 wi 可 表 成 它们 的 线性 组 合 ww; = >》 Qijvi,1] < i k. 
7 一 1 
23. 设 wwi ol ww = 1 ,k) 是 向 量 空间 V 中 的 两 组 向 量 . 者 {vi,wi|1 <i<k} 是 
k k 
线性 无 关 的 , 并 且 Dv Ai 一 >》 VA ws, 则 vf, wi 均 为 1,… ,vk,wi,… ,wk 的 线性 组 
一] 


4 一 1 


合 , 而 且 它 们 是 线性 无 关 的 . 


习 题 2 . 101 . 


24. 设 w= zydr + zdy 一 yzdz,7 = zdz - yz2dy 一 2zdz, 求 : 

1) dw; 

2) dn; 

3) dw 7 — wha dn; 

4) f*w 和 f*(dw), 其 中 f : R? 一 及 3? 定义 为 Fuwu) = (wv, v2, 3u 十 

25. 设 U = R" 一 {0}, 考虑 U 上 的 n 一 1 次 外 微分 式 w=》 (-1)'+1fidzi 人 .…Adzi 人 


4 一 1 


n 双 
… A 人 dzn, 其 中 有 =z/ zl ,lzlr = (> | ,m 为 某 一 正 数 . 


1) 求 dw; 

2) 确定 m 的 值 , 使 得 dw = 0. 并 证 明 此 时 w 不 是 恰当 微分 式 . 

26. 设 yp :5S! x 民 ! 一 及 ”定义 为 p(9,7) = (rcos0,7sin0), 由 定义 计算 p* (dz 人 dy). 并 
证 明 它 等 于 d(p*7x) 人 d(p*y). 

27， 设 wi,… ,wk 是 m 维 光 清流 形 M 上 的 光滑 1 次 形式 , 它们 是 逐 点 线性 无 关 的 ， 


k < mm. 假设 M 上 的 光滑 1- 形式 0:,…… ,9k 使 得 >》 bi 入 wi = 0, 证 明 在 M 上 存在 适合 


一 1 
k 
Qij 一 ai 的 Ce 函数 Qij 使 得 Os; 一 》 aijw7 ? 一 1, “，…。 ,. 
7 一 1 


28, 设 w 是 光滑 流 形 M 上 的 光滑 次 外 微分 式 , mo 2，…… ,Y 是 M 上 的 光滑 向 量 场 ， 
则 : 
k 


1) (Lyow)(¥, “*" , Yk) 一 Lv (w(Yi， , Yk)) 一 >， wl(Yi, "*? ,Yj-1, LYo Y;, Yi+1) ""， ,Yk), 
j=1 


k 
2) dw(Y,o, Yi, ““? , Yk) 一 >》 (—1)' Yiw(Yo, “"? , i, 3 Yx) 


Y 一 0 


+》(-D wo([ ¥), Yo , , 区 ，…: , Yk). 


29. 设 M,N 为 光 清流 形 ， 且 M 连通 , 又 7”: M x NN 一 NN 为 自然 投影 . 证 明 w 6 
A*(M x N) 可 表示 为 w = 7*(Q),a € A*(N) 当 且 仅 当 i(X)w = 0 和 Lxw = 0, 其 中 刁 是 
M x N 上 的 任意 向 量 场合 于 下 列 条 件 : dr(X(p,9)) = 0 对 每 一 (p,q) EM x N 丝 成 立 . 

30. 设 M = Rs, 指出 下 列 形 式 哪 些 是 闭 的 , 哪些 是 恰当 的 : 

1) 三 Vzdz 十 Zzdy 十 ZVdzi 

2) 一 Zdz 十 Z272dy + yzdz; 

3) 0 = ydz A dy + zdy A dz. 

31, 诞 明 ! 

1) 车 a,B 是 闭 微分 形式 , 则 a A 6 是 闭 微分 形式 ; 

2) 若 a 是 闭 微分 形式 , 6 是 恰当 微分 形式 , 则 a 人 6 是 恰当 微分 形式 . 

32. 设 M 是 2n 维 光滑 流 形 ，M 上 的 2 次 微分 式 w 非 退 化 是 指 : 对 任意 pe M 及 任意 
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X ETpMw(XY)= 0 对 任意 Y e TpM 成 立 列 含 X = 0. 若 在 光滑 流 形 M 上 存在 一 个 非 退 
化 的 闭 2 次 外 微分 式 w, 则 称 (M, w) 为 一 个 辛 流 形 , w 称 为 M 上 的 辛 结构 . 在 及 2 中 设 直 
角 坐 标 系 为 (pl1， “Dn, dil,'** , qn). 令 


nN 


w= 》 dpi Addi 


i=1 
验证 ，( 民 2",w) 是 一 个 辛 流 形 . 

33. 设 (M, w) 是 辛 流 形 ， 对 于 任意 的 f eC™”(M), 必 有 M 上 的 光滑 向 量 场 Xy, 使 得 对 
M 上 的 任 一 向 量 场 Y, 有 

df(Y) = w(X/,Y), 

这 样 的 向 量 场 Xf 称 为 在 辛 流 形 (M, w) 上 以 f 为 势 函 数 的 Hamilton 向 量 场 . 用 ys(t) 表示 
问 量 场 Xyr 经 过 点 ze MM 的 流 线 , 证 明 : 

1) i(Xs)w = dj 

2) SF (f om 的 ) =0, Vbr) eRxM; 

3) Lxsw = 0. 


第 3 章 李 群 初步 


李 群 是 一 类 重要 的 微分 流 形 , 它 除了 是 光滑 流 形 外 , 还 是 一 个 群 , 并 且 群 运算 
是 光滑 的 , 因此 它 集 几何 、 代 数 和 分 析 于 一 体 , 具有 丰富 的 数学 结构 . 李 群 论 在 现 
代数 学 与 物理 的 许多 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 , 成 为 了 这 些 领域 中 不 可 或 缺 的 部 分 . 

李 群 论 起 源 于 挪威 数学 家 Marius Shophus Lie (1842-1899) 的 连续 群 论 , 它 是 
李 当 时 在 研究 求解 微分 方程 时 提出 来 的 , 这 里 的 群 指 的 是 连续 变换 群 , 那么 目 然 会 
问 : 李 群 与 连续 群 ( 即 拓扑 群 ) 有 什么 关系 呢 ? D. Hilbert( 希 尔 伯 特 ) 于 1900 年 提 
出 了 23 个 著名 问题 , 其 中 第 5 个 问题 是 : 一 个 拓扑 群 在 什么 条 件 下 可 以 具有 李 群 
的 结构 ? 它 的 意义 是 李 群 的 定义 条 件 是 否 可 以 削弱 到 连续 ? 这 个 问题 于 1952 年 由 
Gleason, Montgomery 和 Zippin( 见 文献 [16]) 所 解决 ， 他 们 证 明 : 如 果 G 为 拓扑 流 
形 , 且 乘 法 运算 与 取 逆 运算 都 是 连续 的 , 那么 在 G 上 存在 解析 结构 ， 使 得 乘法 运算 
与 取 逆 运算 都 是 解析 的 , 因而 G 为 李 群 . 正 因为 这 样 , 本 章 在 李 群 是 光滑 流 形 这 一 
假定 下 展开 讨论 . 

本 章 介 绍 李 群 论 的 基础 内 容 , 最 重要 的 是 阐述 李 群 与 其 左 不 变 光滑 问 量 场 构成 
的 李 代数 之 间 的 关系 , 包括 李子 群 与 李子 代数 之 间 的 对 应 , 李 群 的 同 态 与 其 李 代数 
的 同 态 之 间 的 对 应 关系 . 3. 2 节 讨 论 的 指数 映射 是 对 由 矩阵 取笑 组 成 的 典型 线性 群 
的 一 种 推广 , 它 建立 了 李 群 与 其 李 代 数 之 间 的 重要 联系 . 由 于 典型 线性 群 是 一 类 十 
分 有 用 的 李 群 , 在 整个 章节 中 都 包含 对 它 的 讨论 , 特别 有 一 节 介绍 了 李 群 的 伴随 表 
示 . 本 章 最 后 一 节 讨 论 李 群 在 微分 流 形 上 的 作用 , 即 所 谓 李 氏 变换 群 , 介绍 了 齐 性 
空间 . 

本 章 如 标题 所 述 是 李 群 初步 , 有 三 个 重要 定理 或 因 需 要 深入 细致 的 论证 或 因 涉 
及 论证 工具 只 好 割爱 未 直接 给 出 证 明 . 相信 读者 在 掌握 本 章 内 容 后 , 通过 自学 可 进 
一 步 扩大 知识 面 . 


3.1 李 群 及 其 李 代数 


3.1.1 李 群 的 定义 及 例 

先 看 一 个 简单 例子 . 在 光滑 流 形 5S! = {ei9|0 e R}( 其 中 i = V-D 上 引进 运算 
.: Slx Sl 一 S!1, (eib1, eib2) -> ei01 , eibg 一 ei(91+02) 易 见 (S51, :) 是 一 个 可 换 群 . G1 
上 的 任意 元 素 ei 的 道 元 (ei)-1 = e- 站 , 并 且 映 射 p : 51 x S51 一 51, yp(ei91 ,ei902) = 
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ei91 , (eib)-1l = ei(91-9) 是 C% 可 微 的 . 这 说 明 S51 既 具 有 流 形 结构 又 具有 和 群 结构 ， 
而 且 映 射 p 说明 这 两 种 结构 满足 相 容 性 条 件 , 进而 抽象 出 下 列 定义 . 

定义 3.1.1 ” 李 群 是 具有 下 列 性 质 的 非 空 集合 G: 

(1) G 是 一 个 群 ， 

(2) G 是 一 个 光滑 流 形 ， 

(3) 群 运算 是 光滑 的 , 即 映射 (cr) P* cr-1 是 从 Gx G 到 G 的 Coee 映射 
将 G 作为 光滑 流 形 的 维 数 定义 为 李 群 G 的 维 数 . 记 李 群 G 的 单位 元 为 e. 

易 见 李 群 的 取道 运算 G 一 G, c mo-1 是 Cee 映射 ， 因为 它 是 下 列 两 个 Cee 
映射 的 复合 : 


G2 2GxG—G, opm(leo) Pe l=o0 . 


同样 , 李 群 的 乘法 运算 G x G 一 G, (c， T) mo:7 也 是 Ce。 的 , 因为 它 是 下 列 两 个 
Cee 映射 的 复合 : (c,r) > (cr-0 已 o.(7-1)-!1 =o .7， 由 此 不 难看 出 定义 3.1.1 
中 的 条 件 (3) 等 价 于 群 G 的 乘法 运算 和 取 逆 运算 两 者 的 光滑 性 . 

“ 定义 3.1.2 设 G 为 李 群 . 对 任意 ce G, 令 


lj(T) = o7， ro(r) = To， 对 每 一 re G， 


则 lo,ro : G 一 G 都 是 从 G 到 它 自身 的 C™ 微分 同 胚 , 分 别称 为 G 的 左 平移 和 右 
平移 . 显然 (io)-1 = 1 (ro)-1 =ro-a . 
如果 V 是 G 的 一 个 子 集 , 那么 用 Vo 和 oV 分 别 表示 ro(V) 和 1,(V). 又 
-= {v-tlv EV}, 并 约定 对 全, CG,ViW = {vivzjvi € Vi,v2 € V2}. 
例 1 R" 关于 向 量 的 加 法 成 为 一 个 n 维 李 群 , 称 为 n 维 向 量 群 或 平移 群 , 它 
是 一 个 可 交换 李 群 . 

例 2 C* = C -{0} 关于 复数 的 乘法 成 为 一 个 2 维 ( 实 ) 李 群 。 事 实 上 ， 
C* 宇 R? 一 {(0,0)} 是 R? 的 开 子 流 形 , 它 是 一 个 2 维 光滑 流 形 . 

设 z= zi 十 yi 关 0,i = 1,2, 它们 的 积 za .za = (ztza 一 Yiy2) 二 ifzliyo + YoY1)， 
用 坐标 表示 为 oo y1) . (z2,y2) = (zl72 — Yiy2, T1Yy2 十 Z291)， 又 对 于 z =Z 十 这 
C*, z= a -i (7,9)™ =- 人吉 -二 二 ) , 故 C 上 的 乘 
法 运算 及 取 逆 运算 都 是 Cee 的 , 从 而 C* 是 一 个 2 维 李 群 . ， 

例 3 设 G, 万 是 李 群 . 在 积 流 形 G x 妃 上 定义 乘法 运算 如 下 : 设 (o1,7n)， 
(02,T72) EG x H, 令 (go1,T1) (02,72) = (0102,T172), 因而 (cm = (cl 1). 显 
然 ,在 G x 互 上 的 乘法 运算 与 取 逆 运 算 都 是 光滑 的 , 因此 G x H 是 一 个 李 群 , 称 为 
G 和 互 的 直 积 , 并 且 Cx 互 的 维 数 dim(G x H) = dimG + dimH. 
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特别 , n 维 环 面 T"(n 为 正 整数 ) 是 李 群 , 它 是 李 群 51 与 其 自身 的 n 重 直 积 ， 
即 T*=Six...x5'. 
re 


n 个 

例 4 ”一般 线 性 群 . 

由 所 有 n x n 非 奇 异 实 数 矩 阵 组 成 的 集 GL(n, 了 ) 是 一 个 n? 维 可 微 流 形 ， 
GL(n,R) 对 于 甜 阵 的 乘法 组 成 一 个 群 该 乘法 运算 显然 是 光滑 的 . 设 4e GZ(n, 限 )， 
则 det A 尖 0, 4-1 = A 4* 是 4 的 伴随 矩阵 , 因此 逆 和 矩阵 4-1 的 元 素 是 矩 
阵 4 的 元 素 的 有 理 分 澡 得分 母 不 为 零 , 这 表明 群 GL(n R) 中 的 取 逆 运算 也 是 光 
滑 的 , 故 GL(n, RR) 是 一 个 ”2 维 李 群 , 称 为 n 阶 实 一 般 线 性 群 . 

同样 , 以 复数 为 元 素 的 n 阶 方 阵 可 以 看 作 是 2n? 维 流 形 R2" ,将 其 中 非 奇异 
方 阵 的 全 体 记 为 GL(n,C). 与 GL(n, 有 R) 一 样 , GL(n,C) 也 是 李 群 , 区 为 n 阶 复 一 
般 线 性 群 . 

例 5 设 V 是 n 维 实 向 量 空间 , 令 Aut(V) 表示 V 上 的 非 退化 线性 变换 
( 即 V 的 自 同 构 ) 组 成 的 集合 , 它 在 复合 运算 下 构成 一 个 群 . 在 V 中 取 定 一 个 基底 
01,… ,6n, 则 自 同 构 ae Aut(V) 对 应 着 它 在 基底 {6;} 下 的 矩阵 A e GL(n, 有 R), 而 
且 这 种 对 应 是 一 一 的 , 因此 将 Aut(V) 和 GL(n, RR) 作为 抽象 寿 着 待 时 是 同 构 的 . 用 
这 种 同 构 对 应 可 以 在 Aut(V) 中 引入 流 形 结构 , 使 得 Aut(V) 成 为 一 个 李 群 . 

同样 , 如 果 V 是 n 维 复 向 量 空 间 , 那么 利用 Aut(V) 和 GL(n,C) 的 同 构 对 应 ， 
可 以 使 Aut(V) 成 为 一 个 李 群 . 

， 例 6 令 M = GL(n,R) x R", 在 积 流 形 M 上 引入 乘法 运算 如 下 ; 取 4,41 Ee 
GL(n, RR),v, v1 € R", 令 (4,v0) (4ioi) = (4Ah1, Avi 十 由 .不 难看 出 M 在 这 一 乘法 
运算 下 组 成 一 个 群 , 而 且 乘 法 运算 是 光滑 的 , 又 (4,v)-! = (4-1, 一 4-1v), 因而 取 
逆 运 算 也 是 C% 的 . 这 说 明 M 是 一 个 李 群 , 称 为 R* 上 的 仿 射 运动 群 . 因为 若 将 
M 的 元 素 (4,v) 与 Rn 的 仿 射 运动 z hz +v 等 同 , 则 M 中 的 乘法 就 是 仿 射 运 
动 的 复合 . | 

设 G 是 李 群 ， 若 .G 作为 拓扑 空间 是 连通 (或 紧 致 ) 的 , 则 称 G 为 连通 (或 紧 
致 ) 李 群 . 例如 5S1, T" 都 是 紧 致 连通 李 群 , C* 是 连通 李 群 但 非 紧 致 

引 理 3.1.1 设 互 是 李 群 G 的 抽象 子 群 . 若 五 包含 G 的 一 个 非 空 开 子 集 ， 
则 瑟 是 G 的 既 开 且 闭 的 子 集 . 

证 了 明 ” 先 证 五 是 G 的 开 子 集 . 设 瑟 D>U, 且 VU 是 G 的 非 空 开 子 集 . 

若 o EU, 则 o,o-!1€H,o-1UV CH 并 且 o-1U = 1-1(UV) 是 G 中 包含 单位 
元 e 的 开 子 集 , 记 co-1U =V. 对 于 每 一 rE H,rerVCH 且 7TV 是 G 的 开 子 集 ， 
于 是 瑟 =U;-rrV 为 G 中 开 集 , 下 面 说 明 二 是 G 中 闭 子 集 . 

对 每 一 o 4¢ 且 , 模 矿 的 左 陪 集 oH = 1,(H) 在 G 中 是 开 的 , 并 且 xn 万 = 
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因而 oH Cc G 一 H, 于 是 G- 五 = U oH 是 G 中 开 子 集 , H 为 G 中 闭 子 集 . 
推论 3.1.1 ”连通 李 群 G 由 任 一 单位 邻 域 0 生成, 即 车 U 是 单位 元 。 的 一 
个 邻 域 , 则 G = U Un. z 
证 明 令 V 是 U 的 一 个 包含 e 的 开 子 集 使 得 V = V1( 例 如 令 V=UNU-! 
就 使 V = V-! 成 立 ), 并 设 H = U V", 易 见 五 是 G 的 一 个 抽象 子 群 . 由 引 理 
3.1.1 知 ,五 是 G 中 既 开 且 闭 的 非 宅 子 集 . 8 因为 G 是 连通 的 ， 所 以 H 必 为 G, 于 是 
有 -U0 


3.1.2” 李 代数 的 概念 


李 群 集 几何 、 代 数 性 质 于 一 体 , 把 李 群 线性 化 , 即 寻 找 一 个 有 限 维 的 线性 空间 
来 逼近 它 , 通过 对 这 个 特殊 的 线性 空间 的 研究 来 反映 李 群 的 性 质 , 为 此 需要 引入 和 
李 群 相伴 而 生 的 李 代 数 概 念 . 然而 李 代 数 概 念 可 以 脱离 李 群 而 单独 存在 , 例如 3 维 
欧 氏 向 量 空间 R3 关于 向 量 的 又 积 便 构 成 一 个 李 代数 . 下 面 先 给 出 李 代 数 的 定义 . 

定义 3.1.3” 设 g 是 7 维 实 (或 复 ) 向 量 空间 . 若 在 g 中 可 以 定义 一 个 双 线性 
算 子 |] : gxg 一 9 称 为 换 位 运算 或 李 括 号 积 , 满足 以 下 条 件 : 对 于 所 有 X,Y,2 & 9g， 
有 


(1) 反 交 换 性 [X,Y = 一 [Y, X]， 

(2) Jacobi 恒等式 [[X,Y], 21] + [[Y, 2],X] + [[Z, 六],Y] = 0， 
则 称 g 为 ” 维 实 (或 复 ) 李 代数 . 

在 李 代数 g 中 取 定 一 组 基 Xi,… , Xm. 由 于 [Xi, Xj] < 9 所 以 存在 实 (或 复 ) 
数 ch (上 二 1,.… ,n), 使 得 


[Xi, XJ Yohx, 7,7 一 1,2,.…. ) 1) 
k=1 
这 ns 个 数 6(i,j,k = 1,2,… ,n) 叫做 李 代 数 g 的 结构 常数 . 
结构 常数 显然 与 基 的 选取 有 关 在 8 中 取 定 一 组 基 后 , 李 代数 的 条 件 (1) 和 (2) 
等 价 于 结构 常数 所 满足 的 下 列 条件 : 
(1) 反 交 换 性 cz + ci = =0,， i,j,k=1,2,: 


(2) Jacobi 恒等式 De k + ckcsi + Ck 上 =0, sjhkt=1,2,...,n 


为 方便 起 见 ， 作 如 下 约定 对 李 代 数 g 中 任意 二 子 集 g1, gz, 用 [91, g2] 表示 由 
形 如 [X,Y]( 其 中 Xegl, Y € g2) 的 元 素 线性 组 合 所 生成 的 线性 子 空间 . 

定义 3.1.4” 设 9 是 李 代 数 g 的 一 个 线性 子 空间 . 

(1) 如果 fg1, gi] C g1, 那么 gi 叫做 g 的 子 代数 . 显然 91 是 李 代 数 . 
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(2) 如 果 [gi,g] C gi1, 那么 g 叫做 g 的 理想 . 

例 7 设 V 是 一 个 向 量 空间 . 如 果 对 所 有 X,Y e V, 都 有 [X,Y] = 0, 则 了 
是 李 代 数 , 这 样 的 李 代 数 称 为 交换 李 代 数 . 

例 8 令 gl(n,R) 为 nxn 实 和 矩阵 全 体 组 成 的 ”2 维 向 量 空间 . 对 每 一 Xe 
gl(n, 了), 定义 [X,Y] = XY -YX, 容易 验证 [,] :gl(n, RR) x gl(n, 民 ) 一 gl, 了) 是 换 
位 运算 , 因此 gl(n,RR) 是 一 个 nn? 维 实 李 代数 . 

用 gl(n,C) 表 n x n 复 和 矩阵 全 体 组 成 的 n? 维 复 向 量 空间 , 换 位 运算 如 实情 形 
定义 那样 , gl(n, C) 组 成 一 个 "2 维 复 李 代数 . 

例 9 令 Y 是 一 个 m” 维 实 向 量 空间 , End(V) 表示 V 上 的 所 有 线性 变换 ( 即 
Y 的 自 同 态 ) 的 集合 , 它 是 一 个 ”2 维 实 向 量 空间 ， 对 每 一 11,1。€ End(V), 规定 
[有 ;12] = 012 一 12o4, 则 End(V) 成 为 一 个 李 代数 . 

如 果 V 是 一 个 n 维 复 向 量 空间 , 换 位 运算 如 实情 形 定义 那样 , 则 End(V) 是 
一 个 2n2 维 实 李 代数 . 

例 10 流 形 M 上 的 所 有 光滑 向 量 场 组 成 的 实 向 量 空间 C%(M,T(M)) 在 问 
量 场 的 括号 积 ( 见 定义 2.2.2) 运算 下 形成 一 个 李 代 数 ( 据 命 顾 2.2.2). 

例 11 设 g 和 是 两 个 实 (或 复 ) 李 代 数 , 在 两 个 向 量 空间 g; 和 gs 的 直 
和 gi @ gs 上 引入 换 位 运算 


[(X1, ¥1), (X2, Y2)] = ([X1, X2], [Yi, Y2]), XX1, X2 € g1,Y1,Y2 € g2 


也 可 变 成 一 个 李 代 数 , gl @ go 称 为 李 代 数 的 直 和 . 

例 12 设 g 是 g1(3,RR) 的 子 集 , 它 由 3x3 反 称 矩阵 的 全 体 组 成 , 则 g 是 
gl(3, 民 ) 的 一 个 3 维 线性 子 空间 , 且 [g,g ] cg 故 g 是 g1(3,R) 的 子 代数 . 在 g 内 
取 三 个 线性 无 关 和 矩阵 : 


则 g 内 任 一 矩阵 


0 a b 
及 一 —@ 0 < = 一 0X3 十 DAX2 一 CAX1， 
一 —c 0 


因此 1, Xz, Xs 是 李 代数 g 的 一 组 基 . 直接 计算 可 以 得 到 


[Xi, X2] = X3, [Xz, Xa] = Xi, [Xs, Xi = X», 
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因此 在 基 Xl1, 从 2 从 3 下 ， 结构 常数 非常 简单 ， ci2 一 一 c1 一 1, cB3 一 一 ci 一 |， c31 一 
-df = 1 其 余 均 为 0 


3.1.3” 左 不 变 向 量 场 


例 10 说 流 形 上 的 光滑 向 量 场 全 体 关 于 括号 积 运 算 组 成 一 个 李 代 数 . 一 般 来 说 ， 
这 个 李 代 数 不 是 有 限 维 的 . 对 于 李 群 , 我 们 将 考虑 更 能 显示 李 群 的 重要 线性 结构 的 
一 类 光滑 向量 场 . z 

定义 3.1.5 ” 设 G 是 李 群 , X 是 G 上 的 一 个 向 量 场 (不 必 事 先 假 定 它 是 光滑 
的 ): 如 果 对 每 一 ce G,X 与 其 自身 是 1- 相关 的 , 即 


dlooX=Xol,, 


其 中 !。 表示 G 的 左 平移 , 那么 叫做 G 上 的 左 不 变 向 量 场 . 

类 似 地 , 可 以 定义 G 上 的 右 不 变 向 量 场 . 

命题 3.1.1 设 G 是 李 群 . 将 G 上 的 所 有 左 不 变 向 量 场 的 集合 记 为 g, 则 

Gi) g 是 一 个 实 向 量 空间 , 并 且 g 与 G 在 单位 元 处 的 切 空间 T.G 是 同 构 的 ， 
此 dimg = dimT,.G = dim G.; 

(i) 每 一 个 左 不 变 向 量 场 都 是 光滑 的 ; 

(这 ) 两 个 左 不 变 向 量 场 的 括号 积 仍 是 左 不 变 向 量 场 . 
于 是 在 向 量 场 的 括号 积 运算 下 , g 构成 一 个 李 代 数 . 

证 明 (i) 若 区 ,Y 是 G 上 的 左 不 变 疝 量 场 , 易 见 关 十 Y, 和 X( 和 和 eR) 也 是 G 
上 的 左 不 变 疝 量 场 , 因而 g 是 一 个 实 向 量 空 间 . (细节 请 读者 补 述 ). 为 证 g 和 T.G 
同 构 , 定义 映射 a :g 一 TG 为 a(X) =Xel, Xeg. 显然 a 是 线性 映射 , 下 证 a 
既是 单 射 又 是 满 射 . 

若 X,Y € g 使 得 a(X) = a(Y) 即 X(e) = Y(e), 则 对 于 任意 o e C， 


X(o) = X(oe) = Xols(e)= dlo(X(e))= dls(Y(e)) = Yolo(e) = Y(0), 


因此 X=Y, 这 说 明 a 是 单 射 . 
注意 到 对 任意 ce G, 左 平移 i : G 一 G 是 微分 同 胚 , 故 有 线性 同 构 (dl,)。: 
T.G 一 T,G. 任 取 切 向 量 Xe。e TG, 借助 于 左 平移 可 在 G 上 产生 一 个 向 量 场 X， 
使 得 
X(c) = (dls)e(Xe)， 对 每 一 ce G,， 
此 时 a(X) = X(e) = (dle)e(Xe) = X。. 说 明 a 是 满 射 . 又 X 是 左 不 变 的 , 因为 对 
于 G 中 所 有 cc 和 7， 


Xolr(o)= X(To) = (dlro)e(Xe) = (dir)co (dlo)e(Xe) = (dlr)o(X(0)), 
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从 而 Xelr = dl oX. 于 是 a 是 线性 同 构 . 
(i) 任 取 Xe g, 需 证 久 是 C% 的 . 依 命 题 2.2.1(ii), 对 每 一 个 fe Cee(G), 只 
需 证 明 Xj e C%(G). 因为 


(Xf)(o)= Xof = dlo (Xe)f = Xe(f olo), 


因此 证 明 oc 一 Xe(f olo) 是 G 上 的 Ce 函数 即 可 . 为 此 , 令 p:GxG 一 G 表 
示 群 的 滋 法 , o(c,r) = or, 令 ie 和 以 是 由 ie(r) = (re) 和 让 (7) = (or) 定义 的 
从 G 到 G x G 的 映射 . 显然 它们 是 Cee 的 . 假设 Y 是 G 上 的 光滑 向 量 场 使 得 
Y(e) = X(e), 那么 (0,Y) 是 GxG 上 的 C% 向 量 场 , 而 且 [(0,7Y)(f ov)]oie 是 G 
上 的 C% 函数 . 利用 习题 2 第 21 题 的 (d) 得 出 


[(0, Y)(f o p)] oie(o)= (0,Y)(0,e)(f o 9) 
=00(f opoie)+Ye(f opo%) 
= Xe(f op oi) = Xe(f olo), 


于 是 c 一 Xe(j olo) 是 G 上 的 C” 函数 . 

(证 ) 由 (ii) 知 , 左 不 变 向 量 场 都 是 光滑 的 , 因此 它们 的 括号 积 有 定义 . 设 X,Y 
是 G 上 的 左 不 变 光滑 向 量 场 , 则 X 与 其 自身 是 1,- 相关 的 , 并 且 了 与 其 自身 也 是 
lo- 相关 的 , 据 命 题 2.2.3, [X,Y] 与 其 自身 必 jc- 相关 , 依 定义 3.1.5, [X,Y 是 G 上 
的 左 不 变 癌 量 场 . 

定义 3.1.6 。” 李 群 G 上 全 体 左 不 变 向 量 场 关于 括号 积 构成 的 李 代数 叫做 李 
群 G 的 李 代数 . 

由 命题 3.1.1 知 , 李 群 G 上 的 每 一 个 左 不 变 向 量 场 X 在 G 中 每 一 点 的 值 由 它 
在 单位 元 e 的 值 唯一 确定 , 并 且 对 于 任意 指定 的 切 向 量 Xe e TeG, 借助 左 平移 可 
将 它 扩张 为 G 上 的 左 不 变 向 量 场 , 因此 我 们 可 以 在 切 空 间 TeG 中 引入 括号 积 , 定 
义 为 

[Xe, Ye] = [X, Yj](e)， 对 每 一 X。, Ye € TG, 

其 中 X,Y 是 由 X。, 站 经 左 平移 产生 的 左 不 变 向 量 场 . 这 样 一 来 , T.G 便 成 为 一 个 
李 代 数 , a : g 一 T.G 不 仅 是 线性 同 构 , 并 且 保持 括号 积 , 即 


a([X,¥]) = [a(X), a(Y)), 


因此 a 称 为 李 代数 g 与 T.G 的 同 构 . 从 这 种 同 构 的 观点 来 看 , 李 群 G 的 李 代 数 既 
可 定义 为 G 上 左 不 变 向 量 场 的 李 代 数 , 也 可 看 作 在 单位 元 处 具有 李 代 数 结构 的 切 
空间 TG. 

例 13 ”证 明 李 群 GL(n, RR) 的 李 代 数 是 gl(n, RR). 
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n x n 实 和 矩阵 的 集合 gi(n, 及 ) 是 一 个 m2 维 实 向 量 空间 . 而 任何 有 限 维 实 向 量 
空间 V 都 有 一 个 自然 的 流 形 结构 . 若 .{ei} 是 Y 的 一 个 基 , {7i;} 为 对 偶 基 , p e V， 


则 有 一 个 由 
>》 ai Dr Po > aiei 


给 定 的 V 在 点 p 的 切 空间 TpV 与 V 自身 的 自然 等 同 , 并 且 这 一 等 同 不 依赖 于 基 
的 选取 . 下 面 的 讨论 中 将 使 用 这 个 等 同 关系 . 

由 例 8 知 ， gl(n, R) 是 李 代 数 . 令 Ti 是 gl(n, R) 上 的 整体 坐标 函数 ， 它 将 
gl(n, 展 ) 中 每 一 个 矩阵 4 对 应 于 它 的 位 于 第 i 行 第 ; 列 的 元 素 . 令 a : Trgl(n, RR) 一 
gl(n, 民 ) 是 向 量 空间 gl(n, R) 在 单位 矩阵 7 处 的 切 空 间 与 gl(m, 民 ) 的 等 同 , 因而 对 
于 we Trgl(n, R), 


Q(v)ij = (Tiy). 
设 g 是 GL(n,R) 的 李 代 数 . 因 GL(n,RR) 是 gl(n,RR) 的 开 子 流 形 , 故 TIGL(n, RR) 
二 Trgl(n, 民 ), 从 而 有 一 个 由 
P(X)= a(X(D)) 


定义 的 映射 6 : g 一 gl(n, RR). 显然 6 是 向 量 空间 的 同 构 , 下 证 8 是 一 个 李 代数 同 
构 , 为 此 只 需 证 明 : 当 X,Y € g 时 , 86([X,Y]) = [8(X), 8B(Y)]. 
当 h, Be GL(n,RR) 时 , 有 


(zi 014)(B) = zi;(AB) = = prin(A )zx;(B). 
Y 是 左 不 变 向 量 场 , 故 有 


(Y (zi;))(A)= dia(Yi)(zi;) = Yi (ziy 0 44) 
一 = Zin(A) )YI (Tk;) = 2 rik() )a(Y (TD))gy 


一 -Pal )B(Y) )kj， 
利用 上 式 , 能 够 算出 8[(X,Y)] 的 位 于 第 i 行 第 ; 列 的 元 素 为 


BI(X,Y)]i = [X,Y]r(zi) = Xr(Y (ri)) — Yr(X (ri)) 
= > {Xr(zir)B(Y)r; — Yr(Tir)B(X)x;} 
k 


= > {P(X)inB(Y)ks — B(Y)inB(X);} 
k 


= [8(X), B(Y)Jiy. 
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因此 8 是 一 个 李 代 数 同 构 . 从 同 构 的 意义 上 , 我 们 把 qi(n, 了 及 ) 看 作 GL(n,RR) 的 李 
代数 . 

n x n 复 和 矩阵 的 集合 gl(n,C) 是 一 个 2n2 维 实 向 量 空间 , 它 的 基 由 n x n 矩阵 
Bi; 和 VV--1Bij;(i,i = 1,… ;n) 组 成 , 这 里 Ei;; 表示 除了 位 于 第 i 行 第 7 列 的 元 素 
为 1 外 , 其 余 元 素 全 为 0 的 ”xm 矩阵 . 如 果 令 [4, B] = 4B 一 BA4, 则 gl(n,C) 构 
成 一 个 李 代 数 ，GL(n,C) 作为 gil(n,C) 的 开 子 集 继承 一 个 流 形 结构 并 且 在 矩阵 的 
乘法 下 成 为 一 个 李 群 . 类似 于 上 面 关 于 实情 形 的 讨论 , 可 以 导出 GL(n,C) 的 李 代 
数 与 gl(n,C) 的 等 同 是 一 个 李 代 数 同 构 , 所 以 可 以 把 gl(n,C) 看 作 GL(n,C) 的 李 
代数 . 

命题 3.1.2 ” 李 群 G 上 的 每 一 个 非 零 的 左 不 变 向 量 场 是 完备 向 量 场 . 详 言 之 ， 
若 X 是 G 上 的 左 不 变 向 量 场 , 则 存在 G 上 的 整体 流 h: 民 xG 一 G, 使 得 它 的 速 
度 场 就 是 XX. 

证 明 ”根据 定理 2.2.2, 存在 单位 元 e 的 开 邻 域 由 和 ESE> 0 以 及 Ce 映 
射 he : (6 x Ve 一 G, 使 得 对 于 每 个 re Ve, 由 ar(t) = helt,7) 定义 的 曲线 
ar : (~ 划一 G 是 久 的 满足 a;(0) = 的 唯一 积分 曲线 . 简 言 之 , Xlv 是 je 的 
速度 场 . 由 于 he(0,e) = e, 且 映 射 h。 是 连续 的 , 因此 存在 正 数 a < 2 及 点 e 的 开 邻 
域 U。C V, 使 得 

he(( 一 s,E) x Ue) C Ve. 

此 外 , 对 每 个 te (-e,e), 由 (he)i(7T) = he(t,T) 定义 的 C™ 映射 (he)j1:V 一 G 具 
有 定理 2.2.2 中 性 质 (i), (说 , 因而 {(he)t} 叫做 定义 在 V. 上 的 局 部 1- 参数 变换 群 . 

任 取 yeG, 则 WW =7YVe=W(Ve) 是 >Y 在 G 中 的 开 邻 域 . 令 hh: (-e,e)xVW 一 
G 定义 为 

hy(t,7) = 7 he(t,y 7), (t,7) € (~e,e) x VW, 
那么 X|w 是 hy 的 速度 场 . 事实 上 , 我 们 有 
| mn) = (heb)) = db (X07)) =XO 


而 最 后 一 个 等 号 成 立 是 依据 X 的 左 不 变性 . 根据 hy 的 构 作 , 显然 有 
hy((—e,e) x Uy) CW 其 中 UU = YUe CW, (1) 


并 且 {(hy)t} 是 定义 在 VW 上 的 局 部 1- 参数 变换 群 . 注意 当 WW 关 2 时 , 相应 的 
hy 和 hy 在 (~e,e)x(WNW,) 上 是 一 致 的 , 因此 由 诸 j 可 定义 h:(-e,e)xG 一 G 
如 下 : 着 re 亿 , 则 令 h(t,7) = hy(t,7),|t| <e. 

映射 h 显然 是 Cee 的 , 并 且 h(0,7) = 7,Yr eG, 即 ho = id:G 一 G. 下 面 证 
明 : 当 |t| <e,|s| <e,|t+s|<e 时, 有 his(7) = hiohs(7), 对 每 一 +€G. 
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任 取 re G. 因 {Uy} 是 G 的 开 覆 盖 , 不 妨 设 re Uy 对 某 一 Ye G. 由 (1) 式 
知 ， 当 |s| <E 时 ， (hy)s(7) € Vy. 由 于 {(h»y)e} 是 局 部 1- 参数 变换 群 ， 因此 


hy(t, hy(s, 7T)) = hy(t + s,7), 


也 就 是 h(t,h(s,7)) = h(t + s,7). 

最 后 将 h 的 定义 域 从 (-s,s) x G 扩张 到 及 x G, 这 只 要 按照 定理 2.2.3 证 明 的 
后 半 部 分 来 构 作 就 行 了 . 这 样 一 来 , 我 们 得 到 一 个 C% 映射 hh: 尺 xG 一 G 具有 性 
质 : (i) ho = idc,(i) 对 任意 t,s Ee R,hijs = hioh,s, 即 h 是 如上 的 整体 流 , 并 且 它 
的 速度 场 就 是 XX. 


3.1.4 左 不 变 1 次 微分 形式 


本 段 介绍 李 群 上 的 左 不 变 1 次 微分 形式 , 称 为 李 群 的 Maurer-Cartan 形式 , 它 
们 与 李 群 的 左 不 变 回 量 场 相 对 偶 . 
定义 3.1.7 ” 设 G 为 李 群 , we 4h!(G) 为 G 上 的 1- 形式 . 若 对 任意 ce G， 


lw = w， 


则 称 w 为 李 群 G 上 的 左 不 变 1 次 微分 形式 , 也 称 为 Maurer-Cartan 形式 . 

因为 对 任意 ce G, lv : G 一 G 是 微分 同 胚 , 因此 在 任意 一 点 r € G, dlv : 
TG 一 TrG 与 请 :To G 一 T*+G 均 为 线性 同 构 , 于 是 G 上 的 1- 形式 w 是 左 不 变 
的 当 且 仅 当 对 任意 re G 有 上 z(w(cr)) = w(r), 即 对 任意 六 ET,G, 有 w(7)(X) = 
w(oT)(dlo (X)). 

注 车 ww 是 G 上 的 p 形式 (p > 1), 并 且 对 任意 ce G, 有 Ww = w, 则 称 w 
为 G 上 的 左 不 变 p- 形 式 . 

命题 3.1.3 ” 设 G 是 李 群 ,we 41(G), 则 w 是 G 上 的 左 不 变 微分 形式 当 且 仅 
当 w 在 G 的 任意 一 个 左 不 变 向 量 场 上 的 值 是 常数 . 

证 明 “=>” 留 作 练 习 , 下 证 “<”. 

设 g 是 李 群 G 的 李 代 数 , 任 取 X e g, 依 假设 , 对 于 任意 所 re G, (w(X))(7) = 
(w(X))(e) = w(e)(X(e)), 下 面 证 明 w 是 左 不 变 的 . 

对 于 任意 的 ce G, 在 7 eG 处 我 们 有 


(Ww)(7)) X(T)) = wo7)(dlo (X(7)) = w(oT)(X(07)) 
=w(X)(o7) = w(X)(7) = w(7)(X(7)), 


因为 {X(7)|X e g} = TiG, 上 式 表明 


(low)(7) = w(7) 
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对 每 一 re G 皆 成 立 , 这 说 明 w 是 左 不 变 的 . 

依据 命题 3.1.3, G 上 的 每 一 个 左 不 变 1- 形式 w 可 以 看 成 定义 在 G 的 李 代 数 
g 上 的 线性 函数 w : g 一 RR, 使 得 对 任意 X e g, w(X) = (w(X))(e). 从 而 G 上 的 所 
有 左 不 变 1- 形式 构成 一 个 向 量 空间 , 它 是 g 的 对 偶 空 间 , 记 为 g*. 

设 {Xi1,… ,X+} 是 7 维 李 群 G 的 李 代 数 g 的 基 . 令 {wi,… ,wr} 为 的 对 
偶 基 ， 因而 对 任意 oe G, 有 L>wi = wi,t = 1 ,7. 由 定理 2.5.2 知 ， [> 与 外 微分 
d 可 交换 , 故 (do wi = 主 (dwi) = dwi,i = 1,… ,7, 这 说 明 dwi(i=1,…,7) 是 G 
上 的 左 不 变 2- 形式 , 能 用 {wi} 的 外 积 表示 , 进而 有 下 列 结果 . 

命题 3.1.4” 设 {XI,… ,XX} 是 7 维 李 群 G 的 李 代 数 g 的 基 , 令 {w1,… ,wr} 
为 g* 的 对 偶 基 , 则 

一 2 CI MN wk, (2) 
J<k 

其 中 ci 是 李 代 数 g 的 结构 常数 . 方程 (2) 叫做 李 群 G 的 结构 方程 或 Maurer- 
Cartan 方程 . 

证 明 留 作 练习 . 


3.2 指数 映射 
从 数学 分 析 知道 指数 函数 e= 可 用 等级 数 来 定义 , 即 ee = 1+ 》、 于 .将 = 换 
n=1 


为 矩阵 4, 通过 对 矩阵 取 短 , 令 e4 4=I+A+ 舍 + 十 全 十 , 本 节 将 证 明 这 是 


有 意义 的 , 并 且 当 A e gl(n,C) 时 , eA € GL(n,C). 将 它 推广 到 任意 李 群 正 是 本 节 
讨论 的 指数 映射 . 指数 映射 提供 了 李 群 与 它 的 李 代 数 之 间 的 一 种 重要 联系 . 为 引入 
这 一 概念 , 我 们 从 介绍 李 群 的 单 参数 子 群 入 手 . 


3.2.1 单 参数 子 群 


定义 3.2.1 设 G 为 李 群 , 并 将 RR 看 作 实 数 关 于 加 法 所 构成 的 1 维 李 群 . 者 
映射 a :了 一 G 是 Cee 的 , 同时 它 又 是 抽象 群 的 同 态 , 则 称 a 是 从 李 群 RR 到 李 群 
G 的 同 态 , 并 将 {a(t)lt e R} 叫做 G 中 的 单 参数 子 群 . 

定理 3.2.1 “” 李 群 G 上 任意 一 个 非 零 的 左 不 变 向 量 场 X 唯一 地 决定 一 个 G 
中 的 单 参数 子 群 {a(t)| € 恨 }, 使 得 在 点 a(t) 处 的 切 向 量 为 Xo). 

证 明 ”由 命题 3.1.2 知 , 存在 G 的 整体 流 h : RR x G 一 G, 使 得 它 的 速度 场 为 
XX, 令 a: 民 一 G 定义 为 a(t) = h(t,e) = hi(e),t € 有 R. 显然 a 是 Cee 映射 并且 
它 是 过 单位 元 e 的 流 线 ， 因而 在 每 一 点 a(t) 处 的 切 向 量 为 Xa). 余下 只 需 证 明 a 
是 群 同 态 , 即 证 : 对 任意 t,s € R,alt + s) = a(t)a(s). 
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依据 命题 2.2.5, 对 任意 vc e G, {ls o hio (10)-!1t e R} 是 G 上 的 单 参数 Cee 变 
换 群 ， 相应 的 速度 场 沪 满足 如 下 关系 : dlvoxX 一 筷 o1 而 六 是 左 不 变 疝 量 场 ， 故 
dlsoX = Xols, 由 此 可 推出 广 = XX. 从 而 对 每 一 re G, 曲线 {lvojhso(lo)-li(r)ls e 
了 } 和 {hs(7)|s e 及 } 满足 相同 的 常 微分 方程 组 和 相同 的 初始 条 件 , 由 解 的 唯一 性 可 
知 (lu ohso (lo)-1)(7) = hs(7), 因而 lj ohs = hsols 对 任意 oc eG 皆 成 立 . 这 样 一 
来 , 便 有 


Q(t+ s)= hett(e) = hso hi(e) = hs(a(t)) = hs o los)(e) 
= ab o hs(e) = loa) (a(s)) = Q(t) : a(s). 


于 是 a : R 一 G 是 李 群 的 同 态 , {a(t)lt e R} 是 G 中 的 单 参数 子 群 . 

推论 3.2.1 设 XX 是 李 群 G 上 的 一 个 左 不 变 疝 量 场 , 记 h: 民 xG 一 G 是 由 
X 决定 的 整体 流 , {a(t) = hi(e)lt e R} 为 G 中 的 单 参数 子 群 , 则 

(Doa: 了 一 G 是 和 的 唯一 一 条 在 点 0 取 值 为 o 的 积分 曲线 ， 

(ii) 单 参数 Ce 变换 群 {h,} 可 如 下 给 定 :hs = ra). 

证 明 (Gi) 记 6=ljoa, 显 然 6(0)=l(a(0))=lo(e)=o. 因 a:R 一 G 是 XX 
的 一 条 积分 曲线 , 又 XX 是 左 不 变 的 , 故 8(t) = dls(&(t)) = dio( Xe) = Xi,ogt) = 
Xatt), 这 说 明 6 也 是 X 的 一 条 积分 曲线 . 至 于 唯一 性 显而易见 , 不 再 著述 . 

(让 在 定理 3.2.1 的 证 明 中 已 得 到 : 对 任意 ve G, 有 


ls oh = hto lo, 


将 上 式 作用 于 单位 元 e 上 , 我 们 有 1,(hi(e)) = hi(lo(e)), 即 o .alt) = hi(o) 或 
ra(t)(0) = hi(o), 于 是 hi = rac). 

为 表明 单 参 数 子 群 {al(t)lt e R} 是 由 左 不 变 向 量 场 XX 决定 的 , 将 {a(t)} 改写 
为 {ax(t)} 或 将 李 群 同 态 a :及 一 G 改写 为 expx : 有 RR 一 G, 因而 相应 的 子 群 写 为 
{expx (tlt € R}. 

由 定理 3.2.1 及 习题 3 第 9 题 可 知 , 李 群 G 的 李 代 数 与 G 的 单 参数 子 群 之 间 
有 一 一 对 应 关系 . 


3.2.2 ”指数 映射 


定义 3.2.2 ” 设 g 是 李 群 G 的 李 代数 ,定义 映射 exp : g 一 G 为 : 对 每 一 
X eg,exp(X) = expx(1), 称 为 李 群 G 的 指数 映射 . 

定理 3.2.2 ” 设 G 为 李 群 , g 为 它 的 李 代数 , XX € g, 则 

(i) exp(tX) = expx(t) 对 每 一 te RR， 

(ii) exp(t1 十 t2)XX 二 expt1X .exptoX 对 所 有 t1,t2 € RR， 

(iii) exp( 一 t 叉 ) = (exptX)-L 对 每 一 te 了 R， 
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(iv) exp :9 一 G 是 Cece 上 映射, 并且 dexp :70g 一 7TeG( 按 通常 的 等 同 ) 是 恒 等 
映射 , 因而 exp 给 出 g 中 0 的 一 个 邻 域 到 G 中 e 的 一 个 邻 域 上 的 微分 同 胚 ， 
证 明 (从 及 到 CG 中 的 映射 p 和? 分别 定义 为 


p(s) = expix(s) 和 %(s) = expx(ts)， 


其 中 se 下 .pp 是 tX 的 唯一 一 条 过 点 (0) = e 的 积分 曲线 . 而 


. d d 
p(s) dy |) dexpx ( 款 7 一 t3S 


因此 yw 也 是 tX 的 一 条 积分 曲线 并 且 %(0) = e. 由 积分 曲线 的 唯一 性 知 , p = 多, 即 


) 一 tX |expy (ts) 一 tX ys), 


exprx(s) = expx(ts), +t,s €E R,X Eyg, 


特别 取 s = 1 得 exptx(1) = expx(t), 即 exp(t:X) = expx(t). 
(ii) 因为 expx :及 一 G 是 从 及 到 G 中 的 同 态 , 那么 根据 (i) 有 


exp(ti++t2)X = expx(tit+t2) = expx(t1): expx(t2) = éxp(t1X) :exp(toX). 


(站) 留 作 练习 . 

(iv) 在 G x g 上 定义 向 量 场 V 为 V(o,X)=(X(o),0) eT,G 田 Txg. 因 X 是 
G 上 的 完备 向 量 场 , 故 V 是 G x g 上 的 完备 向 量 场 . 依据 推论 3.2.1(i), V 的 经 过 
点 (o, 义 ) 的 积分 曲线 是 t 一 ，(o expx t, 久 ), 由 此 可 见 G x g 上 的 单 参数 Ce 变换 
群 {hi : G x g 一 G x g} 可 如 下 给 出 : 


hi(o, X) = (oexptX,X). 


令 :Gxg 一 G 为 投影 , 则 exp 头 = ohi(e, 革 ),exp 作为 两 个 Cee 映射 的 复 
合 必 是 Cee 的 . 下 证 dexp : Tog 一 T.G 是 恒 等 映 射 . 

tX 作为 实 向 量 空间 g 中 的 一 条 曲线 , 它 在 上 = 0 处 的 切 同 量 是 X € To0g = g. 
而 exptX = expx(t) 是 G 中 的 一 条 曲线 , 它 在 t = 0 处 的 切 问 量 是 X(e) € TG. 
据 命题 3.1.1, g 与 T.G 是 线性 同 构 的 , 同 构 映射 a : g 一 TeG 为 a(X) = XX(e). 将 
g 与 TG 等 同 , 这 说 明 dexp = id : Tog 一 T.G. 最 后 由 反 函 数 定理 可 知 , exp 给 出 
g 中 0 的 一 个 邻 域 到 G 中 。 的 一 个 邻 域 上 的 微分 同 胚 . 

假设 G 是 7 维 李 群 , {X1,:… ,XX-} 是 G 的 李 代数 g 的 基 . 由 习题 3 第 3 题 知 ， 
G 上 的 左 不 变 向 量 场 可 表示 成 X;(i = 1,… ,7) 的 常 系数 线性 组 合 . 根据 定理 3.2.2 


中 的 (iv), 在 g 中 存在 中 心 在 0 的 5 人 | 并 ax oil < ei = 1 中 使 得 
?一 1 
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G 中 子 集 U = (= [xj 
i=1 


引入 映射 Pp :Exp (Sx) 上 一 (Z1),…: , Tr) 一 屎 ) 则 (LpP;Z1， ) Tr) 是 Cr 的 一 
1 一 工 
个 局 部 坐标 系 , 利用 它 可 构 作 G 的 微分 结构 


[vil < si 一 二 | 为 G 的 单位 邻 域 . 在 7 中 


{(oU, Po) 一 (oU, polo-i)lVo € G}, 
这 时 称 在 G 中 引进 了 第 一 类 标准 坐标 系 . 
G 中 任 一 单 参数 子 群 {vir -om (oj 在 (Up) 内 有 坐标 为 


i 二 1 


t(a1,… ,ar) 的 点 , 这 里 | < 一 一 一 一 一 一 一 . 反之 , (U, yp) 中 坐标 为 tail ,ar) 
max{lail, “""， |ar|} 

(其 中 国 < TI ) 的 点 生成 在 + = 0 处 切 向 量 为 (a1,… ,ar) 的 单 参数 
子 群 . 因此 对 U 中 的 任意 一 点 , 过 这 点 必定 存在 一 个 单 参数 子 群 , 从 而 有 U C exp g. 
再 利用 推论 3.1.1, 便 可 得 到 下 列 命题 . 

命题 3.2.1 设 G 为 连通 李 群 , 记 它 的 李 代 数 为 g, 则 exp g 生成 G. 

例 1 复 一 般 线 性 群 GL(n,C) 的 指数 映射 . 

GL(n,C) 是 由 非 奇 异 "” xm 复 和 矩阵 组 成 的 乘法 群 , 它 是 一 个 2n2 维 李 群 , 其 单 
位 元 是 n 阶 单位 和 矩阵 I. 由 n 阶 复 矩 阵 组 成 的 gl(nm,C) 是 GL(n,C) 的 李 代 数 . 

对 于 任意 的 A € gl(n,C), 令 


42 Ar Ak 
A rp ® @ e ms Se eb mb 
e4 了 十 4 十 3 + 十 [十 = 和 (1) 


并 规定 40 = I. 为 说 明 这 一 定义 有 意义 , 需 证 明 (1) 式 右 边 收敛 . 在 gl(n,C) 内 
选取 一 个 有 界 区 域 2, 则 存在 数 yj > 0, 使 得 对 任意 4 e f, 矩阵 4 的 每 一 个 元 
素 Zij(4) 满足 [zi 4)| < p67 = 1,.… ,n. 进而 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 对 任意 正 
整数 k, A* 的 每 一 个 元 素 zx;; (4*) 满足 不 等 式 |zi; (4*)| < n*-ip*， 由 于 数 项 级 数 
Oo k—l,,k 

》 一 一 收敛 , 因而 级 数 


k=0 k 


~ rij(Ar 
2 (i,7 = 1,.… ,n) 
k=0 . 


对 于 2 中 的 4 一 致 收敛 , 所 以 (1) 式 右 边 的 车 级 数 在 9 内 一 致 收敛 . 
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取 部 分 和 , 用 Si(4) 记 故 级 数 (1) 的 前 十 1 项 之 和 , 即 
Si( 和 =I+h+ 仁 +…+ 仁 ， 


则 e4 = lm Si(4). 任 取 Be GL(n,C), 则 有 
B.S.(A):B-!= SS.(B.A.B-!), 
在 等 式 两 边 取 极 限 , 得 
B.eA4.B-!l!=eB4B . (2) 


线性 代数 中 有 一 个 结论 是 说 每 一 个 n x n 复 矩 阵 4 相似 于 一 个 Jordan 矩阵 ， 
因而 存在 Be GL(n,C) 使 得 B.A.B-! 为 上 三 角 和 矩阵 , 并 且 位 于 对 角 线 上 的 元 素 
是 矩阵 4 的 特征 值 . 设 矩 阵 4 的 特征 值 为 和 1,… ,入 , 则 


和 1 
B.A.B-!= ， 
0 和 \n 
并 且 
A 和 * * 
B.A*.B-!= | / 
0 和 
于 是 
e^1 * 
B.e4.B-!-= ] / ， 
0 e'^n 
dete4 = TJ e'^ = = etr4. (3) 


i=1 
由 此 可 见 , 对 每 一 A € gl(n,C), dete4 关 0, 故 e4 e GL(n,C). 
2 
对 于 4e gl(n,C), 考虑 映射 RR 一 GL(n,C),ti» et4 二 T+tA+ A 二 二 


人 ht+ 5 At. 因为 et4(e GL(n,C)) 的 每 个 元 素 ( 共 n? 个 ) 的 实 部 和 虑 部 
@ k=0 9 、 


都 是 t 的 贤 级 数 , 而 且 收 敛 半径 为 无 穷 大 , 因此 映射 + 一 > et 是 Ce 的 , 并 且 它 在 
0 e R 的 切 向 量 是 4( 通 过 逐 项 微分 罕 级 数 可 知 ). 又 et-=o = 了 ,et .es4 = el(t+s)4, 
所 以 这 个 映射 还 是 群 同 态 ， 由 此 可 见 , {et4|t € 及 } 是 GL(n,C) 中 的 一 个 单 参数 子 
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群 . 根据 指数 映射 的 定义 , exp : gl(wC) 一 GL(n,C) 由 exp4=e 给 出 . 任意 李 群 
的 指数 映射 的 名 称 正 是 由 此 而 来 . 
如 果 4 e gl(n, 民 ), 那么 依 (1) 式 给 出 的 e4 € GZ(n, 玉 ), 而 且 4 一 > eh 是 实 一 
般 线 性 群 GZ(m, 及 ) 的 指数 映射 . 
现 设 V 是 实 或 复 向 量 空间 , 则 V 上 所 有 自 同 构 之 集 Aut(V) 是 李 群 ,V 上 的 所 
有 自 同 态 之 集 End(V) 是 Aut(V) 的 李 代 数 . 类 似 地 , 定义 指数 映射 exp : End(V) 一 
Aut(V) 如 下 : 对 1e End(V), 令 
72 I 
exp()=1+ 1 二 十 … 十 而 十 …， (4) 


其 中 1* 表示 ! 与 其 自身 的 有 次 复合 , 而 1 表示 V 上 的 恒 等 变 换 . 


例 2 WA=| "， ?| se 机 


1 1 1 3 ,1,s 
We + i- /一 可 十 可 和 一 
本 1 1 1 
_ 二 03 二 05  ，,. _ 二 2 一 04_ 
0+ 可 4 510 十 1 可 + 0 
0 in 0 
- 区 | eGL(2,R). 
一 SinO cosg 


3.3” 李 群 的 同 态 和 李子 群 


上 一 节 我 们 考虑 了 从 李 群 RR 到 任意 李 群 G 的 同 态 . 从 定义 3.2.1 可 见 这 一 同 
态 既 要 保持 群 结构 不 变 , 又 要 保持 光滑 性 , 基于 这 种 认识 本 节 讨 论 李 群 之 间 的 关系 . 


3.3.1 ” 李 群 的 同 态 


定义 3.3.1 设 G, H 是 两 个 李 群 . 若 映 射 p : G 一 是 是 C” 的 并 且 又 是 抽 
象 群 的 群 同 态 , 则 称 yp 是 一 个 从 李 群 G 到 李 群 五 的 同 态 . 

如 果 李 群 同 态 yp : G 一 H 还 是 (作为 Cee 流 形 的 )G 和 H 之 间 的 一 个 微分 同 
胚 , 那么 称 op 是 一 个 ( 李 群 ) 同 构 . 李 群 G 与 其 自身 的 同 构 称 为 李 群 G 的 自 同 构 . 

定义 3.3.2 ” 设 gb 都 是 李 代数 . 如 果 多:g 一 日 是 线性 映射 并 且 保 持 括号 积 ， 
即 对 所 有 X,Y eg w(XY]) = fw(CX),W(7)], 那么 称 区 是 一 个 从 李 代 数 g 到 6 的 
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同 态 . 
如 果 李 代数 同 态 yw : g 一 6 还 是 双 射 , 那么 y 叫做 一 个 ( 李 代 数 ) 同 构 , g 与 其 
自身 的 同 构 叫做 李 代 数 g 的 自 同 构 . 

设 p:G 一 万 是 李 群 G 与 的 同 态 , 则 y 把 G 的 单位 元 e 变 为 互 的 单位 
元 多 9 的 微分 dp : TeG 一 TEH 是 一 个 线性 变换 . 通过 把 李 群 在 单位 元 处 的 切 空间 
和 李 群 的 李 代 数 自然 等 同 ( 见 定 义 3.1.6 后 所 述 ), 从 T.G 到 TEH 的 线性 变换 dy 
可 诱导 李 代 数 g 到 6 的 一 个 线性 变换 , 把 它 仍 记 为 dp, 于 是 有 


dp:g—h. 
假若 Xeg, 那么 X= dp(X) 是 瑟 上 由 
X(e) = dp(X)(g = dp(X(e)) (1) 
决定 的 唯一 左 不 变 向 量 场 . 事实 上 ， 
X(T) = (dlr)a(X(é)) = (dir)a(dp(X(e)) 对 每 一 re H. 


定理 3.3.1 设 G, H 是 两 个 李 群 ,它们 的 李 代 数 分 别 是 g 和 0b. 者 p:G 一 HH 
是 李 群 的 同 态 , 则 

(i) 对 于 每 一 个 XegX 和 do(X) 是 p- 相关 的 ， 

(i) dp :8 一 日 是 一 个 李 代数 同 态 ， 
此 外 , 如 果 yp : G 一 五 是 李 群 的 同 构 , 那么 dy : g 一 0 是 李 代数 的 同 构 . 

证 明 (人 令 和 = dp(X)， p 是 同 态 , 故 对 任意 cr e G, 有 wp(o7) = 
Pp(o): p(7), Bp polo(7) = Loto) 0 9(7), 从 而 polo =1ooow， 由 此 可 推出 : 对 任意 
o EG, 有 


X(p(0)) = dly(o) (X(E)) = dly(o) (dp(X(e))) = d(ly(o) op)(X(e)) 
= d(polo)(X(e)) = dp(X(0)), 
即 X 与 do(X) 是 p- 相关 的 . 有 
(ii) 设 X,Y € g, 为 证 (ii), 只 需 证 [XY] = [多 ,了 .由 (i) 知 , X Y 分 别 与 开 
和 了 是 w- 相关 的 , 据 命题 2.2.3, [X,Y] 和 [七 ,7] 必 w 相关 , 特别 有 


[X， Y](®) 一 dp([X, Y])(2), 


而 由 (1) 式 知 , [X,Y] 是 万 上 由 它 在 单位 元 处 的 值 dy([X,Y])(e) 唯一 决定 的 左 
不 变 向 量 场 , 因此 [X,Y] = [X, 了 六, 即 dp([X,Y) = [dp(X),dp(Y), 故 dp :9 一 0 
是 一 个 李 代数 同 态 
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另外 , 假若 p : G 一 HH 是 李 群 的 同 构 , 那么 p 必 为 Cee 流 形 G 和 互 的 微分 
同 胚 , 因此 dy : T.G 一 TgH 是 线性 同 构 , 由 此 导出 dp : g 一 0 是 李 代 数 同 构 . 

定理 3.3.2 ” 设 李 群 G, H 的 李 代 数 分 别 为 g 和 bb. 假设 yp : G 一 互 为 李 群 同 
态 , 则 下 列 图 表 可 换 


局 


exp 


< 一 一 一 一 > 


6 一“ 
oq 
9 
证 明 令 铸 eg, 则 G 中 由 XX 决定 的 单 参数 子 群 是 
a(t) = expx(t) = exp(tX), tER 
因 p:G 一 万 是 李 和 群 同 态 , 故 poa :及 一 万 为 Coe 映射 , 且 


poa(ltt+s)= 9(a(t): a(s)) = p(a(t)) : pla(s)), 


所 以 poa : 民 一 五 是 从 李 群 良 到 五 的 同 态 , {yp(exptX)|t e 民 } 是 五 中 的 单 参数 子 
群 , 它 在 点 0 的 切 向 量 是 dp(X(e)). 男 一 方面 , {expt(dyp(X))lt e R} 是 互 中 的 唯一 
一 个 在 点 0 的 切 向 量 是 (de(X))(e 的 单 参数 子 群 . 据 (1) 式 , dp(X)(e = dp(X(e))， 
因此 

PlexptX) = expt(dp(X)), 


令 t=1, 得 plexpX) = exp(dp(X)). 

推论 3.3.1 设 G 是 连通 李 群 , p,v :G 一 互 是 从 李 群 G 到 互 的 两 个 同 态 . 
如 果 它 们 所 诱导 的 李 代 数 同 态 相同 , 即 dyp = dy :8 一 路 那么 p= 纱 

证 明 ” 任 取 XX eg 由 定理 3.3.2 知 ， 


plexpX) = exp(dp(X)) = exp(dy(X)) = vy(expX). 


据 命 题 3.2.1, G 由 expg 生成 , 因此 yp = 水 

命题 3.3.1 设 o:G 一 H 是 李 群 的 同 态 , 则 gp* 把 五 上 的 左 不 变 1- 形式 拉 
回 到 G 上 的 左 不 变 1- 形式 . 

假若 {wi1,… ,wa} 是 互 上 左 不 变 1- 形式 构成 的 向 量 空 间 的 一 个 基 , 则 {9*wili = 
1,… ,d} 满足 {w;} 所 满足 的 结构 方程 . 

证 明 设 we 护 为 互 上 的 左 不 变 1- 形式 , 则 对 任意 oe G, 有 


ls (Pw) = (polo) w= (ly) op) rw = Uow) = w， 
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因此 yg*w 是 G 上 的 左 不 变 1- 形式 . 此 外 由 命 顾 3.1.4， 


dw; = — Yipw; 和 人 Wk, 
j<k 
其 中 ci, 为 李 群 甩 的 结构 常数 . 而 由 命 古 2.4.3 和 定理 2.5.2 知 , 诱导 映射 p* 与 外 
积 以 及 yg* 与 外 微分 算 子 均 可 交换 , 因而 有 


d(p*wi) = 一 》 cic (Pw;) A (Pp* wn). 
<k 

上 面 的 讨论 说 明 李 和 群 的 同 态 可 诱导 出 它们 的 李 代数 之 间 的 同 态 , 并 且 通 过 指数 
映射 将 这 两 种 同 态 联系 起 来 . 两 李 群 间 构 , 则 它们 对 应 的 李 代数 也 同 构 . 推论 3.3.1 
说 明 从 连通 李 群 到 李 群 的 两 个 同 态 , 如 果 它 们 诱导 的 李 代 数 同 态 相同 , 那么 这 两 个 
李 群 同 态 必 相 同 . 反 过 来 , 如 果 在 两 个 李 群 的 李 代 数 之 间 存 在 同 态 , 是 否 能 提升 为 
李 群 之 间 的 同 态 呢 ? 一 般 来 说 , 李 代 数 的 同 态 能 导出 (局 部 ) 李 群 的 局 部 同 态 ( 见 文 
献 [17]), 而 从 局 部 同 态 扩 展 到 整个 李 群 上 , 这 正 是 李 群 理论 中 的 一 个 基本 问题 . 下 
面 介绍 李 群 论 的 一 个 基本 定理 . 

定理 3.3.3 ” 设 G, H 是 两 个 连通 李 群 ,分 别 以 g 和 为 李 代 数 , 并 且 G 是 单 
连通 的 . 假定 v : g 一 6b 是 李 代 数 的 同 态 , 那么 存在 唯一 的 一 个 李 群 同 态 p : G 一 五 
使 得 dp = 消 . 

进而 , 如 果 单 连通 李 群 G 和 互 具有 同 构 的 李 代数 , 那么 G 和 五 同 构 . 

定理 的 证 明 需 用 到 基本 群 和 覆 迭 空间 的 知识 , 例如 单 连通 性 条 件 可 用 基本 群 来 
表述 . 我 们 说 一 个 Hausdorf 拓扑 空间 是 单 连通 的 , 如 果 它 的 基本 群 是 平凡 群 . 等 
价 地 , 就 是 该 空间 的 任意 一 条 闭 道 路 同 伦 于 常 值 道路 , 或 者 形象 地 说 , 任意 一 条 闭 
道路 可 连续 地 收缩 为 一 点 . 对 定理 证 明 感 兴趣 的 读者 请 参看 文献 [15] 或 [17]. 


3.3.2 ”李子 群 


定义 3.3.3” 设 G,H 是 两 个 李 群 . 若 (H, wv) 是 G 的 一 个 子 流 形 , 有 wp:H 一 G 
是 一 个 群 同 态 , 则 称 (fH, yp) 是 李 群 G 的 一 个 李子 群 . 

李 群 G 的 李子 群 ( 瑟 , o) 叫做 G 的 闭 李 子 群 , 如 果 (万 ) 是 G 的 一 个 闭 子 集 . 

在 1.5 节 中 曾 考虑 子 流 形 的 等 价 , 类似 地 我 们 说 G 的 两 个 李子 群 (H, wp) 和 
(Hi, p1) 等 价 是 指 存在 一 个 李 群 同 构 a : H 一 Hi, 使 得 p1 oa = p. 这 是 G 的 所 
有 李子 群 组 成 的 集 族 上 的 一 个 等 价 关系 , 并 且 李 子 群 的 唯一 性 是 指 在 这 种 等 价 意义 
下 的 唯一 性 .如同 子 流 形 的 情形 那样 ，G 的 李子 群 的 每 个 等 价 类 € 有 唯一 的 一 个 
形 如 (4,i) 的 代表 , 其 中 4 c G, 4 不 仅 是 G 的 抽象 子 群 , 而 且 有 拓扑 结构 (不 必 
带 有 子 空间 拓扑 ) 和 微分 结构 使 之 成 为 李 群 . 包含 映射 i : 4 一 G 是 单一 漫 入 , 即 
(4,i) 是 G 的 李子 群 . 事实 上 , 如 果 (已 ,p) 是 的 任意 代表 , 那么 G 的 子 集 4 必 
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为 pg(H). 而 po :五 一 G 是 单 射 , 可 把 五 的 拓扑 结构 和 微分 结构 通过 yp 移植 到 像 
集 p(H) 上 , 使 得 yp : 五 一 2( 万 ) 为 微分 同 胚 . 另外 w( 厂 ) 是 G 的 抽象 子 群 , 这 样 
一 来 , p( 瑟 ) 成 为 一 个 李 群 . 包含 映射 i : p(H) 一 G 不 仅 是 群 的 同 态 , 而 且 是 单一 
浸入 , 因此 (4,i) 便 成 为 一 个 等 价 于 (五 ,yp) 的 李子 群 . 正 因为 如 此 , 有 些 书 将 李子 
群 的 概念 定义 如 下 . z 

定义 3.3.3” 设 五 , G 是 两 个 李 群 , Hc G. 如 果 五 是 G 的 子 群 , 并 且 包 含 
映射 i; 五 一 G 是 单一 浸入 , 则 称 五 是 G 的 李子 群 . 

例如 , 51 是 李 群 C* 的 李子 群 . 

定义 3.3.3 和 定义 3.3.3' 是 等 价 的 , 不 妨 对 定义 3.3.3 再 作 一 点 分 析 . p :HH 一 G 
是 从 李 群 五 到 G 的 一 个 同 态 ， 并 且 要 求 映 射 yp 不 仅 是 单 射 而 且 是 浸入 ， 从 而 
dp : TH 一 T(r)G 作为 线性 映射 对 每 一 re 互 也 是 单 射 , 特别 dp : TEH 一 TeG 
是 单 射 , 这 导致 李 代 数 同 态 dp :5 一 g 为 单 同 态 , dyp(b) 可 以 看 作 g 的 一 个 子 代数 . 

命题 3.3.2 ” 设 (H,y) 是 李 群 G 的 一 个 李子 群 , b 和 g 分 别 是 它们 的 李 代 数 ， 
则 dy 给 出 9 和 9 的 子 代 数 de(b) 的 一 个 同 构 . 

该 命题 指出 李 群 的 每 一 个 李子 群 对 应 着 李 群 的 李 代 数 的 一 个 子 代 数 , 问 : 这 种 
对 应 是 否 是 一 一 对 应 呢 ? 

定理 3.3.4 设 G 是 李 群 , g 是 它 的 李 代数 . 假设 bl 是 g 的 一 个 子 代数 , 那 
么 G 有 了 唯一 的 一 个 连通 李子 群 (H,y) 使 得 dp(b) = bi, 其 中 6 是 玉 的 李 代 数 . 

证 有明 设 dimb = d, {Xi,… ,Xa} 是 李 代 数 0 的 一 个 基 . 现 定义 G 上 的 分 
布 全 如 下 : 对 每 一 个 ce G, 令 人 四 (o) = {X(o)|X Ei), 显然 人 DD 是 G 上 的 a 维 分 
布 . 因为 分 布 DD 在 整体 上 是 由 bi 的 基 Xi,… ,Xa 张 成 的 , 所 以 DD 是 光滑 的 . 

言 : 全 是 对 合 分 布 . 设 X,Y 是 属于 D 的 光滑 向 量 场 , 则 有 G 上 的 C” 函 


数 {ai} 和 {6;} 使 得 XX = >》 ai 和 Y= >》 bi 因而 
i=1 i=1 


d 
[X,Y] = > {oby[Xi, Xi] + oiXi(b;) Xs; = byXj;(0i) Xi}. 
i,j=1 

由 于 bi 是 g 的 一 个 子 代数 , 所 以 向 量 场 [X,Y] 属于 D. 断言 成 立 . 

由 全 是 李 群 G 上 的 一 个 对 合 光 滑 分 布 这 一 事实 使 我 们 可 应 用 定理 2.3.3, 现 
令 (HH,p) 为 D 的 经 过 单位 元 e 的 极 大 连通 积分 流 形 , 设 ce yp(H)， 因 为 人 D 
在 左 平移 下 不 变 , 所 以 (H,l,-1o yp) 也 是 人 的 经 过 e 的 积分 流 形 ， 据 极 大 性 有 
lj-10 9( 于 ) C yp(H). 因此 当 or e yp(H) 时 , cr-l7 e yp(H)., 这 说 明 p(H) 是 G 的 
一 个 抽象 子 群 . 由 此 又 可 以 诱导 出 有 上 的 一 个 群 结构 使 得 op : 互 一 G 是 抽象 群 的 
同 态 . 余下 验证 映射 a :x 一 HH,(o,7) 一 a(o7) = oT7-! 是 Cee 的 . 因 映 射 
8:HXH—G,(o,7) 一 > p(o)p(7)-! 是 Coee 的 . 再 有 (8H,w) 是 G 上 的 对 合 分 布 
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习 的 积分 流 形 , 所 以 由 习题 2 第 18 题 可 知 , 存在 唯一 映射 a: 互 x 五 一 五 使 得 
poQ = 二 PB, 并 且 a 是 C”% 的 . 这 样 一 来 , 五 是 李 群 , 并 且 (H,y) 是 G 的 一 个 连通 
李子 群 . 又 0 是 五 的 李 代 数 , 显然 有 dyp(b) = 1. 

最 后 证 唯一 性 . 假设 (K,w) 是 G 的 男 一 个 连通 李子 群 并 且 满 足 dy(t) = 1, 那 
么 (K,y) 必定 是 多 的 经 过 e 的 一 个 积分 流 形 . 由 (五 ,y) 的 极 大 性 知 , w(K) C yp(H). 
再 一 次 利用 习题 2 第 18 题 , 令 y : KK 一 HH 是 使 得 poxy = vw 的 唯一 映射 , 那么 + 
是 Cee 的 . 

由 于 :KK 一 G 和 :五 一 G 都 是 李 群 同 态 , 而 且 是 单 的 , 因此 y:K 一 五 
是 李 群 的 单 同 态 . 而 > 在 单位 元 的 一 个 邻 域 上 是 一 个 微分 同 胚 . 据 推论 3.1.1, 连通 
李 群 可 由 任意 一 个 单位 邻 域 生成 , 因此 7 是 满 射 , 这 样 一 来 7 : K 一 五 是 一 个 李 
群 同 构 , 李子 群 (K,w) 和 (H,y) 是 等 价 的 . 唯一 性 得 证 . 


推论 3.3.2 ”一 个 李 群 的 连通 李子 群 与 它 的 李 代 数 的 子 代数 之 间 存 在 一 一 对 
应 . 

推论 3.3.3” 设 (已 , p) 是 李 群 G 的 一 个 李子 群 , Ho 是 HH 的 一 个 连通 分 支 , 则 
(Ho, yp|z) 是 G 上 由 g 的 子 代数 dp(b) 决定 的 对 合 分 布 的 极 大 连通 积分 流 形 . 

命题 3.3.3 ” 设 (五 ,p) 是 李 群 G 的 李子 群 , 五 和 G 的 李 代数 分 别 为 0 和 9. 
如 果 X € del), 那么 对 所 有 t,expt 久 e o( 五 ). 反之 , 若 exptX e p( 昌 ) 对 于 某 个 
开 区 间 中 的 t 成立, 则 Xe dp(b). 

证 明 车 Xedo(0), 则 由 定理 3.3.2 可 知 , exptX e p(H) 对 所 有 + 缘 成 芯 . 


假若 exptX e (五 ) 对 某 个 开 区 间 工 中 的 上 成立 . 令 Ja。G 
映射 a : I 一 G 定义 为 a(t) = exptX, 则 a(I) Cc wp(H). 人 六、 op 
由 于 y 是 单 射 , 必 存 在 从 了 到 五 的 唯一 一 个 映射 8, 使 得 


wo6 = a. 又 8 是 Cee 映射 (请 读者 补 证 ). 取 to ET, 令 闵 
是 由 B(to) 决定 的 也 上 的 左 不 变 向 量 场 , 则 dp( 廊 ) = XX. 

下 面 介绍 李 群 的 闭 子 群 .所谓 李 群 G 的 闭 子 群 4 指 的 是 4 既是 群 G 的 抽象 
子 群 , 又 是 G 作为 拓扑 空间 的 闭 子 集 ， 那么 自然 会 问 : 4 能 否 成 为 李 群 呢 ? 并 且 
(4,i)( 这 里 i: 4 一 G 表示 包含 映射 ) 是 否 成 为 G 的 李子 群 呢 ? 

定理 3.3.5 ” 设 G 为 李 群 , 4 为 G 的 闭 子 群 , 则 4 有 唯一 的 一 个 流 形 结构 使 
得 4 成 为 一 个 李 群 , 并 且 (4,i) 是 G 的 闭 李 子 群 , 其 中 包含 映射 : i : 4 一 G 是 髓 
入 . 
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因为 i 是 典 入 , 4 上 的 这 个 流 形 结构 中 的 拓扑 必然 是 相对 拓扑 . 在 考虑 这 种 形 
式 的 李子 群 时 , 可 不 提包 含 映 射 而 直接 说 G 的 李子 群 4. 本 定理 证 明 颇 繁 , 有 兴趣 
的 读者 请 参看 文献 [15]. 

命题 3.3.4 ” 设 y:G 一 KK 是 一 个 李 群 同 态 . 令 4 = Kery,a = Kerdy, 则 4 
是 G 的 一 个 闭 李 子 群 并 且 4 的 李 代 数 为 a. 

证 明 4 显然 是 G 的 一 个 抽象 闭 子 群 . 根据 定理 3.3.5, 4 还 是 G 的 一 个 闭 

李子 群 . 设 g 是 G 的 李 代 数 . 如 果 X e g, 那么 由 命题 3.3.3, 并 令 互 = 4,p= 包 
含 映 射 i, 我 们 有 


六 属于 4 的 李 代 数 SexptX e 4， 对 所 有 t e 以 
今 WexptX)=e， 对 所 有 te 以 
今 exp(tdy%(X)) = e， 对 所 有 te RR 
dy(X)=0 
兮 和 Eua. 


3.3.3 ”典型 线性 群 及 其 李 代 数 


本 段 讨论 Gl(n,C) 的 各 种 子 群 , 称 之 为 典型 线性 群 , 它们 是 一 类 重要 的 李 群 ， 
而 且 在 力学 和 物理 学 中 有 着 广泛 应 用 . 

为 便于 讨论 , 先 介 绍 几 个 记号 . 设 4 € gl(n,C), 4 的 转 置 记 为 4T, 4 的 复 
共 轿 记 为 4, 它 是 指 4 的 元 素 取 复 共 元 所 得 的 算 阵 ， 用 工 表 n 阶 单位 矩阵 ， 例 
如 GL(n,R) = {4 € GL(n,C)|4 = 4}, 它 是 GL(n,C) 的 闭 子 群 ， 依 定理 3.3.5， 
GL(n, 展 ) 是 GL(n,C) 的 闭 李 子 群 . 下 面 将 GL(n,C) 以 及 GL(n,R) 的 部 分 子 群 列 
举 如 下 : 

(a) 酉 群 U(n)= {AeGL(n,C)|4T7T.A4= 了 1} 

(b) 复 特殊 线性 群 SL(n,C) = {A € GL(n,C)|det 4 = 1} 

(c) 复 正 交 群 O(n,C) = {A € GL(n,C)|AT7T.4=71} 

(d) 特殊 西 群 SU(n) = U(n) nsL(n,C) 

(e) 复 特 殊 正 交 群 ”SO(n,C) = SL(n,C)n ol(n,C) 

(f) ( 实 ) 特殊 线性 群 SL(n,R) = SL(n,C)n GL(n,R) 

(g) ( 实 ) 正 交 群 O(n) = U(n) mn GL(n,R) 

(h) ( 实 ) 特殊 正 交 群 SO(n) = O(n) n SL(n,R) 

前 五 个 群 中 的 每 一 个 都 是 GL(n,C) 的 抽象 子 群 和 闭 子 集 , 后 三 个 群 中 的 每 一 
个 都 是 GL(n, 展 )( 因 而 也 是 GL(n, C)) 的 抽象 子 群 和 闭 子 集 . 根据 定理 3.3.5, 前 五 
个 群 均 为 GL(n,C) 的 闭 李 子 群 , 后 三 个 群 是 GL(n, 展 )( 以 及 GL(n,C)) 的 闭 李 子 群 . 
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由 此 可 见 , 定理 3.3.5 提供 了 判断 李 群 的 子 群 是 李子 群 的 一 个 方便 准则 . 因为 


一 全 A 工 
dete^ = etre,e4 一 e，(e4)T =e . 


所 以 不 难 推出 上 面 各 个 李 群 的 李 代数 分 别 是 
(a)’ u(n) = {A € gl(n, C)|4 + AT = 0}, 由 反 埃 尔 米 特 (Hermite) 矩阵 组 成 ， 
(b)' sl(n,C) = {4 € gl(n,C)ltrh = 0}, 由 零 迹 复 和 矩阵 组 成 ， 
(c)’ o(n, C) = {A € gl(n,C)I|4 + AT = 0} 由 复 反 对 称 和 矩阵 组 成 ， 
(dj' su(n) = {A € gl(n,C)|4 + AT = 0tr4 = 0}, 由 零 迹 的 反 埃 尔 米 特 矩阵 组 


(e) so(n, C) = o(n, ©), 

(f)' sli(n, 民 ) = {A € gl(n, RR)ltr4 = 0}, 由 零 迹 实 和 矩阵 组 成 ， 

(g)' o(n) = {A € gl(n,R)|A 二 4T =0}, 由 实 反 对 称 矩 阵 组 成 ， 

(h)’ so(n) = o(n). 

这 些 李 群 的 维 数 容易 从 它们 的 李 代 数 算出 : U(n) 是 "2 维 的 , SL(n,C) 是 2n2 一 2 
维 的 , O(n,C) 与 SO(n,C) 都 是 n(n 一 1) 维 的 , SU(n) 是 n2 -1 维 的 , SL(n, 民 ) 是 
n2 -1 维 的 , O(n) 和 SO(n) 都 是 =n(n _1) 维 的 . 

典型 线性 群 还 包括 辛 群 , 洛 伦 兹 (Lorentz) 群 及 庞 加 莱 (Poincaré) 群 等 , 不 再 
著述 . 

例 1 证明 指数 映射 exp : si(2, 民 ) 一 SL(2, 民 ) 不 是 满 射 . 

证 明 ” 李 代 数 s1(2, 了 及 ) 由 零 迹 2 x 2 实 和 矩阵 组 成 . 设 A € sl(2, RR), 则 4 可 表 为 


i b ) a,b,ceR. 
C —Q 


4 的 特征 方程 是 det(XT - 4)= 入 一 (@? 二 bc)=0. 记 d= Vlae?+bcl, 则 和 的 特征 
根 为 +d 或 土 V-1d, 于 是 eA 的 特 全 扫 到 对 刁 为 合 吉 的 下 玫 吏 为 一 对 互 为 共 
思 的 复数 . 这 样 一 来 , SL(2, 展 ) 中 特征 根 为 两 个 不 同 负数 的 矩阵 , 例如 


1 
0 一 
不 会 是 任何 属于 si(2,R) 的 矩阵 在 指数 映射 下 的 像 


3.4 伴随 表示 
本 节 讨 论 一 种 特殊 的 但 十 分 有 用 的 李 群 同 态 , 称 之 为 李 群 的 伴随 表示 . 李 群 的 
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表示 理论 发 展 迅 速 , 内 容 非常 丰富 . 我 们 仅 就 李 群 的 一 种 表示 即 伴 随 表示 作 简 单 介 
绍 . 

定义 3.4.1 设 vw:G 一 是 为 李 群 的 同 态 , 其 中 妃 = Aut(V)(Y 为 实 向 量 空 
间 ), 或 五 = GZ(n, 了 R), 则 同 态 po 称 为 李 群 G 的 一 个 ( 实 ) 表 示 . 

若 V 为 复 向 量 空间 , HH = Aut(V) 或 GL(n,C), 则 同 态 yp : G 一 万 称 为 李 群 G 
的 一 个 复 表示 . 

定义 3.4.2” 设 y:g 一 0 为 李 代 数 同 态 , 其 中 b = End(V),V 为 实 (或 复 ) 问 
量 空间 , 或 者 b = gl(n, RR)( 或 gl(n,C)), 则 把 同 态 % 称 为 李 代 数 g 的 ( 实 ) 表 示 ( 或 
复 表 示 ). 

例 1 设 李 群 G 的 李 代 数 为 g,V 为 向 量 空间 . 如 果 yp:G 一 Aut(V) 是 G 的 
一 个 表示 并 且 Xe g, 那么 由 3.2 节 中 (4) 式 及 定理 3.3.2 可 得 


plexpX)=1+dp( 关 )+ + OOF + 十 …， (1) 
并 且 
do(X) = lim im SPP) 一 1 = lim 1 PLEXP 人 一 1 = 二 (plexptX)). (2) 


对 于 李 群 G, 定义 映射 a: G x G 一 G 如 下 : 对 任意 mr e G, 规定 
Qa(o0,7)= aoTa , 


并 令 ov : G 一 G 定义 为 as (7) = a(o,7), 它 具 有 如 下 性 质 : 

(i) 对 每 一 ce G, as = lj o7j-1 =7o-104o, 说 明 as 是 G 上 的 一 个 微分 同 肛 . 

(i) 对 任意 71,72 € Gao(m :7T2) = (onio-1) (oro-1) = ao (4) -ao(72), 说 明 
ao : G 一 G 是 一 个 群 同 态 . 

由 (i), (ii) 知 ， 对 每 一 o e G,ao : G 一 G 是 李 群 G 的 一 个 自 同 构 , 称 为 G 的 
一 个 内 自 同 构 . 

(ii) 对 每 一 oe G, 单位 元 e 是 内 自 同 构 ov 的 不 动 点 . 

断言 ” 设 映 射 小 : G 一 Aut(TeG) 定义 为 y(o) = daolz.o, 则 vw 是 G 的 一 个 
表示 . 

证 明 ”首先 证 明 % 是 抽象 群 的 同 态 . 任 取 o1,o。 e G, 有 


Qo 0 do 一 (lo oro-1) 9 (lo Oros1) = /cao lo ?7o7rl97o7l 二 lc oT(g1o2)-1 二 oilc2， 
因此 


yo102) 一 daoios|T.G 一 d(ao, 9 Qos)|T.G 一 (dao, |7.G) 0 (dao,|7.G) 一 Wai ) 0 yp(o2). 
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其 次 证 明 % 是 Ce 的 . 这 只 要 证 明 与 Aut(Te.G) 上 的 任意 坐标 函数 的 复合 是 
Cee 的 . 而 Aut(TeG) 上 的 坐标 系 可 以 通过 选取 TeG 的 一 个 基 , 然后 利用 这 个 基 把 
Aut(TeG) 的 成 员 与 非 奇 异 和 矩阵 等 同 而 得 到 , 并 且 与 Aut(TeG) 的 一 成 员 相 对 应 的 
矩阵 也 可 以 通过 将 该 成 员 作 用 于 TeG 的 基 , 然后 再 用 对 偶 基 作用 而 得 到 , 因此 只 需 
证 明 : 者 vo € T.G,a € T*G, 则 


0 ra(dau(vo)) (3) 
是 G 上 的 一 个 Ce 函数 . 为 此 , 只 需 证 明 
0 — dav (v0) (4) 


是 G 到 TG 中 的 一 个 C% 映射 . 或 者 等 价 地 , 证 明 (4) 是 G 到 G 的 切 从 TT(G) 中 
的 一 个 C% 映射 . 但 是 (4) 恰好 是 下 列 C% 映射 的 复合 : 


G 一 T(G) x T(G) =» T(G x G) 一 T(G)， 


其 中 第 一 个 映射 为 o 一 > ((o,0), (e,v0)), 第 二 个 映射 是 从 T(G) xT(G) 到 TT(G x G) 
的 标准 微分 同 胚 : ((c,0), (e, vo)) 一 ?((o, e)(0,vo)), 第 三 个 映射 是 da. 于 是 少 是 
Ce 的 . 

定义 3.4.3” 设 G 为 李 群 , 其 李 代 数 为 g. 对 每 一 ce G, ac :G 一 Gac(r) = 
oT70-1 为 G 的 内 自 同 构 , 单位 元 e 是 av 的 不 动 点 . 因此 由 断言 , 映射 


Om dao |T, Geg 
是 G 到 Aut(g) 的 一 个 表示 , 称 为 李 群 G 的 伴随 表示 , 记 为 
Ad :G— Aut(g), 


并 将 伴随 表示 的 微分 记 为 ad, 即 d(4d) = ad : g 一 End(g). 
此 外 , 将 Ad(o) 记 为 4du,ad(X) 记 为 adx. 据 定 理 3.3.2, 有 下 列 两 个 交换 图 


表 
G Ad Aut(g) G— ~ >» 6G 
"| exp | EC 
g 一 一 一 End(g) 和 ———> 9 
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Ad(exptX) = exp(tad(X)) (5) 


exptAdo (X) = o(exptX)o-. (6) 
定理 3.4.1 设 G 是 一 个 李 群 , 以 g 为 李 代 数 , X,Y eg 则 
adxY = [X,Y]|. (7) 
证 明 ”因为 ad = d(4d), 4dqu = dao, 因此 由 (2) 式 得 


,Ad(exp tx) ) Y= d 


d 
dt Adexp tx (Y) 一 dt d (aexp txX ) (Y), 


t=0 


wr 


而 aexptxX = rexp(_tX) © lexptX,) 并 且 由 推论 3.2.1 知 , 由 左 不 变 向 量 场 X 决定 的 单 
参数 C™ 变换 群 {jz} 可 如 下 决定 : ht = TexptX) 于 是 


adxY(e) = | d(roxp(-ex))(d(loxpex))(Y (e)) 


d 
dt 


d(Trexp(—iX) ) (Yexp tX ) 


= | dh (Yeo) 
= (LY)(©) = [X,Yl(e). (8) 


t=0 


其 中 第 4 个 等 式 依据 李 导 数 定义 ( 见 2.6 节 (1) 式 ), 最 后 一 个 等 式 根据 定理 2.6.1. 
因为 adxY 和 [X,Y] 都 是 左 不 变 的 , 所 以 从 (8) 式 直 接 得 出 (7) 式 . 

定义 3.4.4 ” 设 李 群 G 的 李 代数 为 g. 

(i) G 的 中 心 C(G) = foeGler = To 对 所 有 regG 成 立 }, 

(ii) g 的 中 心 C(g) = {Xe g|[X, 了 站 =0 对 所 有 Ye g}. 
易 见 C(G) 是 G 的 正规 子 群 , C(g) 是 G 的 伴随 表示 的 微分 ad 的 核 , 即 C(g) = 
Ker(ad), 它 是 g 的 一 个 理想 . 

命题 3.4.1 ” 设 G 是 一 个 连通 李 群 , 则 G 的 中 心 是 G 的 伴随 表示 的 核 , 即 
C(G) = Ker(Ad). 

证 了 明 设 oeC(G), Xeg, 则 由 (6) 式 可 知 , 对 所 有 te 及 ， 


exptX = go(exptX)Ja- = exptAdo (X), (9) 


因此 X = hdo(X), 这 说 明 hd。 是 g 上 的 恒 同 映射 , 故 ce Ker(4d). 
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反之 , 设 oe Ker(4d), 则 (9) 式 仍 然 成 立 , 于 是 在 G 中 c 可 与 单位 元 e 的 一 
个 邻 域内 的 每 一 个 元 素 交 换 . 而 G 是 连通 的 , 据 推 论 3.1.1, G 可 由 单位 邻 域 生 成 ， 
所 以 o 可 与 G 的 所 有 元 素 交 换 , 即 ce C(G). 

由 该 命题 并 结合 命题 3.3.4, 立即 有 下 列 推论 . 

推论 3.4.1 ” 设 G 是 一 个 连通 李 群 , 则 G 的 中 心 C(G) 是 G 的 一 个 财 李子 
群 , 并 且 它 的 李 代 数 就 是 g 的 中 心 C(g). 

推论 3.4.2 ”一 个 连通 李 群 G 是 交换 群 当 且 仅 当 它 的 李 代数 g 是 交换 的 . 

例 2 设 g 是 李 群 G 的 李 代数 , X,Y e g, 则 


ad[X,Y| = [adX,adY!|. 


证 明 ” 任 取 2Z eg, 有 


ad[X, Y](2)= [[X, Y], 2] = —[[Y, 2], X] ~ [[Z, X],Y] 
=—[adY(2Z), X|+ [adX(2Z),Y|=adX(adY(Z)) — adY (adX (2Z)) 
= [adX,adY]|(2Z) 


2 eg 是 任 取 的 , 故 作为 g 上 的 线性 变换 , 结论 成 立 . 
定理 3.4.2 ” 设 G 是 连通 李 群 , g 是 G 的 李 代数 . 假若 4 是 G 的 连通 李子 
群 , 那么 4 是 G 的 正规 子 群 当 且 仅 当 4 的 李 代数 a 是 g 的 理想 . 
证 明 <« 设 a 是 g 的 理想 . 取 Yeu, 久 eg. 令 o=expX. 由 (5) 式 及 (6) 
式 可 得 
o(expY)o-!1= exp4du(Y) = exp(Ad(expX)(Y)) = exp((expadx )(Y)) 
= exp(Y + ad(X)(Y)+ a1(ad(X)) (Y) 十 "…) 
= exp(Y + [X,Y] + (ad(X))*(Y) +.), 
其 中 第 4 个 等 式 依 据 3.2 节 (4) 式 .， 因 假定 a 是 g 的 理想 , 故 Y + [X,Y] 十 
(ad(X))?(Y) +… 收敛 于 a 中 某 个 元 , 于 是 
olexpY)o  E 4. (10) 
又 G, 4 均 连 通 , 连通 李 群 可 由 单位 邻 域 生 成 , 而 定理 3.2.2 告诉 我 们 , 指数 映射 给 
出 了 李 代 数 中 0 的 一 个 邻 域 到 相应 李 群 中 单位 元 e 的 一 个 邻 域 上 的 微分 同 胚 ， 
此 4 可 由 形 如 expY 的 元 素 生 成 , G 由 形 如 exp 关 的 元 素 生 成 , 这 与 (10) 式 一 起 


导出 4 是 G 的 正规 子 群 . 
一 假设 4 是 G 的 正规 子 群 . 设 s teE R,Y ea, Xeg 上 且 令 oexptX, 则 


o(exp syY)o- = exp Ado (sY) = exp s((expadix)(Y))€ 4. 
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于 是 由 命题 3.3.3 得 知 , 对 所 有 t € R, (expadix)(Y) eq. 又 


(expad:ix )(Y ) = (exp t(adx)(Y) 
=Y +tX,Y] + [x, [X,Y + 


它 是 a 中 一 条 光滑 曲线 , 且 在 上 = 0 处 的 切 向 量 为 [X, 了, 从 而 [X,Y] ea 这 样 就 
证 明了 a 是 g 的 一 个 理想 . 


3.5 ” 李 群 在 微分 流 形 上 的 作用 


在 2.2 节 讨论 流 形 上 的 流 时 , 曾 引入 流 形 上 的 单 参数 C% 变换 群 , 即 及 在 流 形 
M 上 的 作用 . 这 里 RR 实际 上 是 实数 关于 加 法 所 构成 的 1 维 李 群 . 将 RR 用 一 般 李 群 
G 代替 , 本 节 考 虑 李 群 G 在 微分 流 形 M 上 的 作用 , 即 所 谓 的 李 氏 变换 群 . 众 所 周 
知 , 变换 群 在 几何 学 中 是 十 分 重要 的 . 由 于 考虑 的 变换 群 不 同 , 就 有 欧 氏 几何 、 仿 射 
儿 何 和 射影 几何 等 各 种 不 同 的 几何 学 . 而 李 氏 变换 群 则 是 上 述 典 型 变换 群 的 推广 ， 
对 近代 微分 几何 产生 重要 的 影响 . 

定义 3.5.1 ” 设 M 为 微分 流 形 , G 为 李 群 . 如 果 Cee 映射 65:GxM 一 M 
满足 如 下 条 件 : 对 任意 pe M, o, reG, 有 

(i) $B(e,p) =p, 其 中 为 G 的 单位 元 ， 

(ii) $(7, $(0,p)) = S(To, 7p). 
那么 称 G 从 左边 光滑 地 作用 于 M. 

对 任意 oc€ G, 令 6 :M 一 M 定义 为 58,(p) = GB(o,p), 则 (i), (ii) 可 写 为 

()' Be=idm, (i)' $ro $s = Bro, 
于 是 有 8,-! = (560)! 这 说 明 每 一 个 至 : M 一 M 是 一 个 微分 同 胚 . 将 M 上 的 
微分 同 胚 所 成 之 集 记 为 Dif(M), 在 映射 复合 运算 下 显然 构成 一 个 群 , 因此 G 从 左 
边 作 用 于 M 时 , 称 G 是 左 作 用 在 M 上 的 李 氏 变换 群 . 

假若 p : H 一 G 是 从 李 群 fH 到 G 的 同 态 , 不 难看 出 yy: Hx M 一 M,(7,p) 一 
(7T,p) = $B(yp(7),p) 是 李 群 五 在 M 上 的 一 个 左 作 用 . 

类 似 地 , 可 以 定义 李 群 G 在 光滑 流 形 M 上 的 右 作 用 (请 读者 补 述 ), 此 时 也 说 
G 是 右 作 用 于 M 的 李 氏 变换 群 . 

假设 56:G x M 一 M 是 G 在 M 上 的 一 个 左 作 用 , 记 6(o,p) = op. 取 定 
DE AM, 令 aap:G 一 MM 定义 为 a,(o) =o:p, 显然 as 是 Cee 映射 . 再 令 

(i) G 中 的 子 集 G, = {o € Glo .p = p}, 它 称 为 在 点 p 的 迷 向 子 群 . 

(ii) M 中 的 子 集 M = {co :plo € G}), 它 称 为 经 过 点 p 的 轨道 . 

命题 3.5.1 设 李 群 G 从 左边 光滑 地 作用 于 流 形 M, 则 
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(i) 对 于 每 一 pe M, op : G 一 M 是 一 个 具有 常 秩 的 光滑 映射 ， 
( 对 每 一 pe M, G, 是 G 的 闭 子 群 ， 

(iii) 者 g= coop 则 Go = ooGroj 

(iv) M 是 一 些 互 不 相交 的 轨道 之 并 , 即 


M = U Ms,, 


并 且 当 Mp。 尖 Mps 时, Mp 站 Mps = 2 

证 明 (i) 因为 对 任意 o € G, 有 至 oap = ap olo, 所 以 (dBo)p oo (dap)e = 
(dap)oo (dlo)e. 而 86j :MM 一 M 及 1s:G 一 G 都 是 微分 同 胚 , 因此 av 在 点 ceG 
的 秩 等 于 av 在 单位 元 ee G 的 秩 . 又 o 是 任 取 的 , 这 说 明 Ce 映射 a, 具有 常 秩 . 

(i) 显然 Gp。 是 G 的 子 群 . 因 映 射 ap : G 一 M 连续 , 又 {p} 是 M 中 的 闭 子 
集 , 故 Gp = as1({p}) 是 G 中 闭 子 集 从 而 是 闭 子 群 . 

(ii) g = o0:p,，o0 € G 说 明 g € AM 显然 a。 ee Go 当 且 仅 当 cc.q = 
即 c. (go: p) = oo :2D, 也 就 是 说 oiliocoo e Gy, 于 是 Go。C ooGpog1:. 另 一 方面 ， 
coGpo5 1! C Gu( 留 作 练习 ), 故 (这 ) 成 立 . 

(iv) 在 M 中 定义 关系 ~: p ~g 是 指 存在 o € G 使 得 g = c .p. 容易 验证 ~ 
是 一 个 等 价 关 系 , 并 且 p 所 在 的 等 价 类 为 M, 故 (iv) 成 立 . 

注 1) 设 oao 的 秩 为 k, 由 习题 1 第 28 题 知 , G 在 点 p 处 的 迷 向 子 群 G, = 
as1({p}) 是 G 中 余 维 数 为 的 正则 子 流 形 , 并 且 TeG, = Ker(dap)e. 又 由 (i 及 
定理 3.3.5, 我 们 可 得 出 G, 是 G 中 余 维 数 为 的 闭 李 子 群 . 

2) 由 (iii) 可 进一步 推出 : ve M, 当 且 仅 当 G，, 与 G。 共 轿 , 从 而 属于 同一 条 
轨道 的 任意 两 点 的 迷 向 子 群 必 共 思 . 

定义 3.5.2” 设 G 是 左 作 用 于 流 形 M 上 的 李 氏 变换 群 . 若 对 G 中 任意 非 单 
位 元 o, 都 有 M 中 一 点 p 使 得 o.p 取 pp, 则 称 G 在 M 上 的 作用 是 有 效 的 . 

换言之 , 如 果 对 所 有 pe M, o:p=p 必 有 0o = e, 那么 称 G 在 M 上 的 作用 是 
有 效 的 . 

定义 3.5.3” 设 G 是 左 作 用 于 流 形 M 上 的 李 氏 变换 群 . 如 果 对 M 中 的 任意 
两 点 p 和 g, 在 G 中 必 存 在 一 个 o 使 得 g = c :P 那么 说 G 在 M 上 的 作用 是 可 迁 
的 . 

微分 流 形 M 叫做 齐 性 空间 , 如 果 存 在 李 群 G 可 迁 地 左 作 用 于 M. 

例 1 设 yv:GL(n,R) x RR" 一 RR" 定义 为 y= wv(4,7) = 4z, 即 


间 外 “i 
Yn Qnl Qnn Tn, 
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显然 李 群 GL(n, 了) 从 左 方 光滑 地 作用 在 流 形 R* 上 . 

设 {e1,… ,en} 为 R* 的 规范 正 交 基 , (e1, ez,:… ,en) = (单位 矩阵 )， 如 果 对 
每 一 zx eR”, 有 Az =z, 则 A= Al,= (hei,Aez,:… ,hen) = (el,… ,en)= 了 1, 这 
说 明 GZ(n, 了) 从 左边 有 效 作 用 于 R”". 但 不 存在 4e GL(n,R) 使 得 4.0 = el 故 
GF(n, 及 ) 在 R* 上 的 作用 不 是 可 迁 的 . 这 表示 R" 关于 群 GL(n, RR) 不 是 齐 性 空间 . 

例 2 在 3.1 节 例 6 中 曾 讨论 过 有"” 上 的 仿 射 运动 群 , 现 记 为 G = GL(n,R) x 
R", 它 是 李 群 . 令 东 :GxRn" 一 R" 定义 为 y= (4,a),7) = (4,a):z = Art+ta, 
其 中 4e GL(n,R),a € R". 显然 李 群 G = GL(n, 民 ) x R" 从 左 方 光滑 地 作用 在 R”" 
上 . 

如 果 对 每 一 zeBR", 有 (4al:z=4z+a=z 则 ac=4:0+a=0. 并 且 类 似 
于 例 1 那样 可 证 明 4 = , 因此 (4,a) = (1,0), 它 是 群 G 的 单位 元 . 这 就 证 明了 
G 在 R* 上 的 作用 是 有 效 的 . 

此 外 , 对 任意 z,y e R", 因 (I,y 一 2z) :z= 了 hz 十 (Yy 一 7)= 二 y, 故 G 在 R" 上 的 
作用 是 可 迁 的 , 从 而 R" 在 李 群 G 的 作用 下 是 齐 性 空间 . 

例 3 设 O(n) 为 n 阶 正 交 群 , 它 是 GL(n,R) 的 闭 李 子 群 . 又 Sm! 表 (n 一 1) 
维 单位 球面 . 设 x : O(n) x 5"-! 一 Sm-! 定义 为 X(4,z) = 4z, 读者 不 难 验证 O(n) 
在 S"-! 上 的 左 作 用 是 有 效 的 . 下 面 讨 论 这 一 作用 是 人 否 可 迁 . 

首先 设 n > 2. 任 取 z, ye 8S"-1. 如 果 z 关 那么 在 zx 与 y 所 张 成 的 2 维 平 
面 内 取 规 范 正 交 基 {ei,e2}, 其 中 el = z, 于 是 


y = coOs0 .ei1++ sin0 .es. 
然后 将 {e1, e2} 扩充 为 {ei, e2,:… ,en}, 使 之 成 为 R* 中 的 规范 正 交 基 . 令 


cos0 —sing 0 
Sin 0 coOS DO 


则 4eolmn) 且 4z=y 

其 次 当 n = 1 时 , S"-1 = 80 = {1,1},，O(n) = 0(1) = {-11}， 如 果 取 
r=—1,y=1,4=(-1l) 或 z=1,vy=-l, A=(-1), 则 Az=v. 

由 上 可 知 , O(n) 在 S"-! 上 的 作用 是 可 迁 的 . 从 而 5"-! 关于 O(n) 是 齐 性 空 
间 . 

命题 3.5.2 ” 设 G 是 左 作 用 在 光滑 流 形 M 上 的 李 氏 变换 群 , 则 


H={oc€EGlo:p=p 对 每 一 pe M1} (1) 
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是 G 的 闭 正规 子 群 . 
证 明 ”显然 五 是 G 的 子 群 . 任 取 oe 昌 , Te G 则 对 任意 pe M, 有 


(ror ) :p=(70) (7 Pp)=7:(0.(7 Pp)=7: (7 :Pp)= (7 ):p=», 


故 roTr-! EE 日 , 即 石 是 G 的 正规 子 群 . 
按照 互 的 定义 , 易 见 太 = 0 Go. 而 每 一 G， 是 G 的 闭 子 集 , 因而 HH 也 是 


G 的 闭 子 集 . 根据 定理 3.3.5, HH 是 G 的 闭 李 子 群 . 

现在 介绍 有 关 李 群 的 闭 子 群 的 又 一 个 重要 结果 , 以 便 继续 开展 讨论 . 

定理 3.5.1 设 及 是 李 群 G 的 一 个 闭 子 群 ， 令 G/H 是 左 陪 集 所 成 之 集 
{oHlo €E G}, x :G 一 G/H, x(o) = oH 表示 上 自然 投影 , 则 在 G/H 上 存在 唯一 的 
一 个 流 形 结构 , 使 得 

(让 7:G 一 G/H 是 C” 映射 

i) G/H 在 G 中 有 局 部 的 光滑 截面 , 即 若 oH s G/H, 则 存在 of 在 G/H 中 
的 一 个 开 邻 域 W 和 一 个 Co 映射 jy:W 一 G 使 得 rop=id:W 一 W. 

定理 的 证 明 对 于 有 兴趣 的 读者 将 是 一 个 有 益 的 练习 , 读者 也 可 参看 文献 [15]. 

定理 3.5.2 ” 设 G 是 李 群 , 是 G 的 一 个 闭 正规 子 群 , 则 流 形 G/H 连同 它 
的 自然 群 结构 组 成 一 个 李 群 . 

证 明 ”只 和 需 证 明 由 

(oH,TH) ,or7-!H (2) 


定义 的 映射 G/H x G/H 一 G/H 是 Ce 的 就 行 了 . 设 Wj, Wi 分 别 是 oH 和 7H 
在 G/H 中 的 开 邻 域 , yo : Wo 一 G 及 jr :Wr 一 G 是 局 部 光滑 截面 . 那么 映射 (2) 
局 部 地 表示 为 下 列 Cee 映射 的 复合 : 


Tropo (Ko x hr), 


其 中 :GxG 一 G 定义 为 p(o,7) = or-1. 

用 李 群 G 关于 闭 正规 子 群 五 的 商 群 G/H 代替 G, 可 以 将 李 群 的 非 有 效 作 用 
化 为 有 效 作 用 , 这 正 是 下 面 的 命题 所 要 证 明 的 . 

命题 3.5.3 ” 设 G 是 左 作用 于 流 形 M 上 的 李 氏 变换 群 . 若 G 在 M 上 的 作 
用 不 是 有 效 的 , 即 命题 3.5.2 中 由 (1) 式 定义 的 五 关 {e}, 则 商 李 群 CG/ 瑟 在 M 上 
的 左 作 用 是 有 效 的 . 

证 明 ”由 定理 3.5.2 知 , G/H 是 李 群 . 首先 需 定义 G/H 在 M 上 的 作用 . 对 于 
o € G, 用 [o] 记 左 陪 集 oH. 定义 映射 玉 : G/Hx M 一 M 为 F([o],p)=o:p. 为 此 
需 说 明 该 定义 是 合理 的 , 即 与 [oa] 的 代表 的 选取 无 关 . 设 ol e G 合 于 [a1] = [o], 因 
而 存在 YE H 使 得 ci = cy, 于 是 F(lo],p)= Fl([o1],p)=01:p=0:(yY:p)=0:%. 
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据 定 理 3.5.1, 对 每 一 点 [cl e G/H, 存在 lo] 在 G/H 中 的 开 邻 域 W 和 C” 映 
射 几 :W 一 G 使 得 zo =id:W 一 W, 因此 Fj,、w 能 够 表示 为 


F([7],p) = pw([7]):p, (lr,p)EWxM, 


这 说 明 FF;:G/H x M 一 M 是 C™ 映射 . 下 面 验证 满足 定义 3.5.1 中 条 件 (i) 和 
(ii): 

(i) F([e],p) = p, 对 每 一 pe M， 

(ii 取 co reGPpEAM， 


F([7], Fl(lo],p)) = F([lr],o:p)=7:(0:p)= (70) :p= Fro),p) = Flrllo], p), 


因此 FF:G/H x M 一 M 是 李 群 G/H 在 M 上 的 左 作 用 . 

最 后 证 明 G/H 在 M 上 的 左 作 用 是 有 效 的 .假设 [o] e G/H 使 得 对 任意 
pEM, 有 F([o],p)=p, 即 o.p=p, 则 oe 五 ,因此 [o] = [el. 

定理 3.5.3 设 5:GxM 一 M 是 李 群 G 在 流 形 M 上 的 一 个 可 迁 的 左 作 
用 , po se M, 记 G 在 点 po 的 迷 癌 子 群 为 互 , 则 M 与 流 形 G/H 微分 同 胚 . 

证 明 ”由 命题 3.5.1 知 , HH 是 G 的 闭 子 群 . 根据 定理 3.5.1, G/H 是 光滑 流 形 . 
定义 映射 小: G/H 一 M 为 $([o]) = Bo(po) = opo, 其 中 [o] 表示 左 陪 集 oH. 读 
者 不 难看 出 , 映射 的 定义 是 合理 的 , 与 [o] 的 代表 选取 无 关 . 因 G 在 M 上 的 作 
用 是 可 迁 的 , 故 对 任意 的 ge M, 必 有 co e G 使 得 g = o -po = vw([o]), 这 说 明 映 
射 是 满 射 . 又 如 果 wy([a]) = %(]) 即 oo .po = :po, 那么 (7-10) .po = po, 这 说 明 
T-lo EH, 从 而 oH =7H 即 [o] = [7], 于 是 又 是 单 射 . 

映射 是 Cee 的 , 因为 由 定理 3.5.1 知 , 对 每 一 [cl e G/H, 存在 [cj 在 G/H 中 
的 开 邻 域 WW 和 Cee 映射 凡 :W 一 G 使 得 xop= id:W 一 W, 因此 对 于 [r] e W， 
有 

vw([7]) = Ar po， 


这 说 明 vy 是 C” 的 . 

到 此 , 我 们 已 证 明 % : G/H 一 M 是 一 个 光滑 的 \ 单一 的 在 上 映射 . 如 果 dy 的 
核 处 处 为 0, 那么 利用 习题 1 第 14 题 便 可 断定 % 是 一 个 微分 同 胚 . 首先 在 [e] 处 
考虑 , 假定 Xe TL.G 使 得 

(dw)la((dr)e(X)) = 0， (3) 


因而 
d 


dt t=0 (wr(exp 纹 )))= t=0 (exptX .po) = 0. (4) 
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而 


d d 
(XP tX :po)= S| (exp(t + s)X :po) 
d 
一 (dlexp txX )po (EE ,0 exPp SX -| ) 


因此 由 (4) 式 可 推出 对 任意 te RR, 均 有 


d 
3 (exP tX .po) = 0, 


于 是 
exptX :po = po 


对 所 有 t+ e 恨 缘 成 立 ， 这 意 指 exptX € H, Xe Te.H,， (dr)e(X) = 0, 于 是 
(dy%)ma: Tiq(G/H) 一 TpoM 的 核 为 0. 
其 次 , 在 任意 [oj(e G/H) 处 考虑 . 注意 对 任意 vc e G, 有 


Wornols = Bs oyor:G— M. (5) 
现 假 定 X 是 G 上 的 左 不 变 向 量 场 , 使 得 
(dw)lo((dr)o(X(0))) = 0. 
那么 由 (5) 式 得 
0 = (dy)to] o (dr)o o (dlo)e(X(e)) = (do )po o (dw)le] ° (dr)e(X(e)). 


因为 5 : M 一 M 是 微分 同 胚 , 所 以 (d@e)w :TOM 一 Tj.poM 是 线性 同 构 , 这 
样 一 来 便 有 (dy%)ia 。((dr)e(X(e))) = 0, 而 由 前 面 的 推导 知 (dr)e(X(e)) = 0 且 
X(e) eE TEH. 又 对 任意 ce G， 


folu = lio om (6) 


其 中 ja : G/H 一 G/H 定义 为 llaj([7]) = [cl = [cm 它 表示 李 群 G/H 的 左 平 
移 , 因而 是 微分 同 胚 . 由 (6) 式 可 得 


(dn)o(X(0)) = (dr)co (dlo)e(X(e)) = (dllo)le] © (dr)e(X(e))=0, 


这 便 证 明了 (dy%)iol : Ti (G/ 旦 ) 一 Tj.poM 的 核 为 0. 忆 < 二 面 所 述 , 本 定理 得 证 . 
继续 例 3 的 讨论 . 正 交 群 O(n) 中 具有 如 下 形式 


A= (4 1 
0 1 
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的 矩阵 之 集 构成 O(n) 的 一 个 闭 子 群 , 矩阵 4 恰好 是 O(n - 1) 中 的 成 员 . 通过 将 
h 与 4 等 同 , 把 O(n -1) 视 为 O(n) 的 闭 子 群 . 
断言 “O(n 一 1) 恰好 是 O(n) 在 5S"-1 上 的 左 作 用 


O(n) x 5" 一 9" (4z)m 4z 
在 en € S"-! 处 的 迷 回 子 群 , 其 中 en = (0,……… ,0,1). 
-一 一 一 
mn 一 1 个 
显然 , O(n 一 1) 的 成 员 保持 en 不 动 . 另 一 方面 , 假定 4e O(n) 并 且 4en = en. 
4e， = >》 aineii 故 当 it<n 时 ， ain 一 0, 并 且 Qnn = 1. 而 A 是 正 交 算 阵 ， 
i=1 
ATA = (nn 阶 单位 矩阵 ), 于 是 Ya = 1. am 一 1 故 对 于 1i < n, 必 有 
ani 二 0. 从 而 A € O(n 一 1). 由 定理 3.5.3 可 知 , 映射 
O(n)/O(n—1)— 5", AOm—-1) mA.en 


是 一 个 微分 同 胚 . 因此 球面 5*-1 以 一 种 自然 的 方式 微分 同 胚 于 齐 性 空间 O(n)/O(n 一 
1). 

例 4 设 V 是 一 个 nn 维 实 向 量 空间 , 令 Mi(V) 是 V 的 所 有 维 子 空间 ( 称 
为 &- 平面 ) 的 集合 . 选 定 V 的 一 个 基 名),… ,wn. 对 A Ee O(n), 令 


n 
A(vi) = 》 aijvi, 7 = 1,.…: ) 1， 
?一 二 


则 每 个 矩阵 4 唯一 地 决定 V 的 一 个 线性 变换 , 将 它 仍 记 为 4.， 换言之, 选 定 基 
四 ,Un 后 , 每 个 vey 的 坐标 组 成 一 个 n x 1 和 矩阵, 于 是 4 通过 矩阵 乘法 目 然 
地 作用 在 V 上 . 又 由 于 非 退 化 线性 变换 把 &- 平面 映 成 k- 平面, 所 以 得 到 映射 


e :O(n) x Mi(V) —» Mi(V). 


假设 PP 和 Q 是 V 中 的 平面 , 可 以 证 明 存 在 一 个 4e O(n) 使 得 上 4, P) = Q. 
现 设 古 是 由 基 vi,… ,un 的 前 & 个 向 量 所 张 成 的 &- 平面, 并 令 五 是 使 保持 
不 动 的 O(n) 的 子 集 , 则 


4 0 
a-{( 0 8B | € O(n)|A € O(k), pe olm- 则 |， 


因此 五 是 O(n) 的 一 个 闭 子 群 . 将 H 等 同 于 O(k) x O(n 一), 定义 映射 


OIC x O(n — Rk)| — Me(V), A(O(K) x O(n —&)) > €(4, Do), 
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易 见 它 是 一 个 单一 的 在 上 映射 . 通过 要 求 这 个 映射 是 微分 同 胚 而 使 Mi(V) 成 为 一 
个 k(n 一 上 ) 维 流 形 , 并 且 可 以 验证 Mk(V) 上 的 这 个 流 形 结构 不 依赖 于 V 的 基 的 
选取 . Mi(V) 叫做 VV 中 由 -平面 构 作 的 Grassmann 流 形 . 

命题 3.5.4 ” 设 H 是 李 群 G 的 闭 子 群 . 若 瑟 和 G/H 连通 , 则 G 连通 . 

证 明 ”G/H 取 商 拓扑 (或 说 粘 合 拓扑 ) 是 指 : 7 是 G/H 中 的 开 集 当 且 仅 当 
x-1(U) 是 G 中 开 集 . 这 时 自然 投影 r : G 一 G/ 五 必 为 开 映 射 , 这 是 因为 : 若 W 
是 G 中 开 集 , 则 


nrW))= U wh 
hE€EH 


也 是 G 中 开 集 , 因而 x(W) 为 G/H 中 开 集 . 
现 设 G 可 表示 为 非 空 开 子 集 U 和 V 的 并 , 即 


G=UUV, (7) 


则 
G/H =7(G)= "(UV) UTCT)， 


且 xw(U) 和 r(Y) 都 是 G/ 王 中 的 非 空 开 子 集 . 因 假设 G/H 连通 , 故 (U) 门 r(V) 关 
OO. 设 
oH exr(D) 门 r(V)， (8) 


于 是 由 (7) 式 可 得 
oH= (oH (UVU)U (oH NV), 


其 中 oH 人 VU 和 oH 个 V 均 为 oH 的 开 子 集 , 因为 刀 具有 相对 拓扑 . 而 由 (8) 式 
知 , oH 门 U 和 oH NV 都 是 非 空 的 . 因 假设 五 连通 , 又 oH 同 胚 于 有 H, 故 of 必 
连通 . 这 样 一 来 , 便 有 

(oH NU) ff (oH ff V)#S, 
从 而 UN 门 V 关 2, 这 就 证 明了 G 是 连通 的 . 

定理 3.5.4 ” 当 n > 1 时 , 李 群 SO(n)，SU(n) 和 U(n) 都 是 连通 的 , 而 O(n) 
具有 两 个 连通 分 支 . 

证 明 ”SO(1) 和 SU(1) 都 仅 由 1x1 单位 矩阵 组 成 , 所 以 是 连通 的 . 而 U(1) = 
{( 和 A)I 和 和 EC,|A| = 1}), 故 连 通 . 

当 n > 2 时 , 齐 性 空间 SO(n)/SO(n - 1D) 微分 同 胚 于 球面 5"-!, 并 且 球 面 
S2"-1 既 微 分 同 胚 于 U(n)/U(n 一 1), 又 可 微分 同 胚 于 SU(n)/SU(n 一 1), 这 些 结论 
见 本 章 习题 第 24 题 与 第 25 题 . 因此 利用 命题 3.5.4 并 通过 使 用 关于 n 的 归纳 法 便 
可 得 到 SO(n)，SU(n) 及 U(n) 均 连 通 . 
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因为 O(n) 中 的 每 一 个 矩阵 的 行列 式 为 1 或 -1 所 以 O(n) 可 以 写成 下 列 两 
个 不 相交 的 非 空 连通 开 子 集 之 并 : O(n) = SO(n) U 4A0SO(n), 其 中 


这 便 证 明 O(n) 非 连通 , 它 有 两 个 连通 分 支 . 
习 题 3 


1. 证 明 所 有 非 退化 上 三 角 实 n x n 矩阵 所 成 之 集 在 矩阵 乘法 下 构成 一 个 李 群 . 

2. 设 G 是 7 维 李 群 , Go 是 G 的 含有 单位 元 e 的 连通 分 支 , 证 明 Go 是 > 维 连通 李 群 . 

3. 设 {X1,… ,Xr} 是 7 维 李 群 G 的 李 代数 9 的 基 , 证 明 G 上 的 C” 问 量 场 X 是 左 不 
变 的 当 且 仅 当 它 是 X;(i = 1,… ,7) 的 常 系数 线性 组 合 . 

4. 给 定 一 组 实数 cp ，1 < i, j,k < 7, 它们 满足 反 交 换 性 和 Jacobi 恒等式 , 证 明 必 有 一 
个 抽象 的 > 维 李 代数 以 {cz } 为 它 的 结构 常数 . 

5. 设 V 是 实 (或 复 ) 向 量 空间 , 证 明 李 群 Aut(V) 的 李 代 数 是 End(V). 

6. 证 明 命 题 3.1.4. 

7. 设 Y 是 李 群 G 的 一 个 向 量 场 ， 如 果 对 每 一 ce G, Y 与 其 自身 是 rc- 相关 的 ， 即 
dro oY =Y orc, 这 里 ro 表示 G 的 右 平移 , 则 称 Y 是 G 上 的 右 不 变 向 量 场 . 证 明 G 上 碳 
不 变 向 量 场 的 集合 在 括号 积 运算 下 构成 一 个 李 代数 , 并 且 作 为 一 个 问 量 空间 自然 同 构 于 TeCG. 

8. 令 p:G 一 G 是 由 yg(o) =o-! 定义 的 微分 同 胚 , 证 明 : 

1) 如 果 X 是 G 的 一 个 左 不 变 向 量 场 , 那么 dp(X) 是 一 个 右 不 变 向 量 场 , 它 在 点 e 的 值 
是 一 X(e); 

2) X 一 dp(X) 给 出 G 上 左 不 变 向 量 场 的 李 代数 与 G 上 右 不 变 同 量 场 的 李 代 数 之 间 的 
一 个 李 代 数 同 构 . 

9. 设 {a(t)lt € R} 是 李 群 G 中 的 单 参数 子 群 , a(0) = e. 令 X 为 对 应 于 &(0) = X(e) 的 
左 不 变 向 量 场 . 证 明 : a :及 一 G 是 久 的 一 条 积分 曲线 . 


io 设 0 为 炎 数 求 em( 1 
11. 设 a, 6 为 实数 , 求证 


ox a BP\ /ee P(e —1) 
" 0 0 0 1 | 


12. 设 a(t), 8(t) 是 一 个 李 群 中 的 光滑 曲线 使 得 a(0) = 6(0) = e. 令 o(t) = al(t)B(t), 证 
明 5(0) = &(0) + 8(0). 


习题 3 . 139 . 


提示 : 考虑 群 的 乘法 映射 7:GxG 一 G, 7(7Y,T) 二 YT. 设 v,，w € TeG, 证明 
dy(wu) = dn((v,0) + (0,w)) =v + w. 
13. 利用 指数 映射 证 明 : 每 一 个 李 群 G 都 有 一 个 单位 邻 域 , 它 不 包含 任何 不 等 于 {e} 的 


14. 设 A,，B € gl(n,C). 证 明 : 若 4B = BA, 则 eA+3 = eh .eB. 
15. 设 G, H 是 李 群 , p : G 一 HH 是 李 群 同 态 . 举例 说 明 pw(G) 不 一 定 是 瑟 的 李子 群 . 


16. uo-{( | ) a, pe Ra 0], 证 明 G 是 Gi, 的 李子 群 , 并 求 G 的 


17. 证 明 李 群 U(n)，SU(n), O(n) 及 SO(n) 都 是 紧 致 的 . 


cosY sin’”y 


a 
—SinY cos 
0 0 
0 0 


18. 设 G= :Qa, B, YE 及 ,证明 G 是 GZ(4, 了 及 ) 的 李子 


叫 靖 已 ©O 


B 
了 
1 
群 , 并 求 它 的 李 代数 . 

19. 设 G 是 李 群 , g 为 G 的 李 代 数 . 令 HH= {oro-!'7T -lo reGlp={fLXYIXYE 
g}. 证 明 五 是 G 的 李子 群 有 全 5 是 五 的 李 代 数 . 五 叫做 G 的 换 位 子 群 ,6 叫做 g 的 换 位 子 
代数 . 

20. 证 明 : GL(n, RR) 的 换 位 子 群 为 SL(n, 展 ), gl(n, 展 ) 的 换 位 子 代 数 是 sl(n, 民 ). 

21. 设 yp :R 一 G 是 从 实 直线 RR 到 李 群 G 中 的 连续 同 态 , 证 明 yp 是 C” 的 . 

22. 设 由 :HH 一 G 是 李 群 间 的 连续 同 态 , 证 明 多 是 光滑 映射 . 

23. 证 明 : 

1) 设 Y 为 向 量 空间 , Be Aut(V)，C e End(V), 则 Adp(0)=BoCoB，; 

2) 设 BE GL(n,R), C € gl(n,R), 则 4ds(C) = BCB-'. 

24. 证 明 存 在 单位 球面 5"-! 到 齐 性 空间 SO(n)/SO(n 一 1) 的 微分 同 胚 . 

25， 证 明 球 面 S2"-:1 微分 同 胚 于 齐 性 空间 U(n)/U(n 一 1), 并且 S2*- 还 微分 同 胚 于 
SU(n)/SU(n — 1). 

26. 证 明 GL(n, 民 ) 非 连通 , 它 有 两 个 连通 分 支 . 

提示 : 设 GL(n,R)+ 和 GZ(mwR)- 是 GL(n, 民 ) 的 子 集 , 分 别 由 行列 式 为 正 值 和 负 值 的 
矩阵 组 成 , 它们 是 GZ(m, 及 ) 的 两 个 不 相交 但 同 胚 的 开 子 集 , 因此 只 需 证 GZ(m, RR)* 连通 即 可 . 
为 证 GL(n, RR)+ 的 每 个 成 员 均 可 由 一 条 连续 曲线 与 单位 和 矩阵 相连 , 需 用 到 一 个 事实 : 每 一 个 
矩阵 A e GL(n, 了) 能 表 为 A = PR, 其 中 P 是 一 个 正定 对 称 矩 阵 , R 是 一 个 正 交 和 矩阵 . 
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如 果 一 个 m 维 光滑 流 形 是 可 定向 的 , 那么 可 以 考虑 一 个 mm 次 微分 形式 在 其 上 
的 积分 , 在 这 里 我 们 把 微分 形式 作为 积分 的 被 积 表达 式 , 而 要 做 的 积分 从 局 部 来 看 
就 是 大 家 熟悉 的 黎 曼 积分 , 因此 可 定向 流 形 上 微分 形式 的 积分 可 看 作 数 学 分 析 中 第 
二 型 曲线 积分 与 曲面 积分 的 推广 . 在 此 框架 内 , 将 证 明 斯 托 克 斯 定理 . 这 是 一 个 重 
要 的 工具 , 因为 它 建立 了 带 边 区 域 上 的 积分 和 该 区 域 边界 上 的 积分 之 间 的 联系 . 它 
是 微 积分 基本 定理 的 推广 , 包含 了 格林 公式 、 高 斯 公式 和 斯 托 克 斯 公式 , 其 重要 性 
不 言 而 喻 . 本 章 还 考察 了 黎 曼 流 形 上 的 积分 和 李 群 上 的 积分 , 讨论 了 映射 度 的 积分 
表示 . 斯 托 克 斯 定理 的 威力 随后 通过 几 个 例子 来 显示 , 包括 : 球面 和 两 个 流 形 的 乘 
积 的 不 可 微 同 胚 性 ; 非 收 缩 引 理 , 它 的 一 个 形象 的 直观 解释 是 平面 弹性 注 片 不 可 能 
收缩 到 它 的 边界 上 而 不 撕 破 任何 部 分 , 并 且 由 该 引 理 可 推出 著名 的 Brouwer 不 动 
点 定理 ; 另外 还 介绍 了 平面 向 量 场 的 不 动 点 定理 等 . 


4.1 流 形 的 定 问 
4.1.1 ”向量 空间 的 定向 


在 直线 及 : 上 选取 一 非 零 向 量 便 指定 了 直线 的 一 个 方向 , 这 是 给 直线 定向 . 显 
然 直 线 有 两 个 方向 . 而 在 平面 R? 上 选取 一 对 有 序 的 线性 无 关 向 量 便 给 出 了 平面 的 
旋转 指向 , 这 也 是 给 平面 定向 . 易 见 平面 有 两 个 方向 . R3 的 一 个 定向 对 于 向 量 的 又 
积 而 言 就 是 选 定 右手 规则 或 左手 规则 . 现在 考虑 m 维 向 量 空间 的 定向 . 
设 V 是 一 个 m 维 实 同 量 空间 , {e1,… ,em} 和 {及 ,…: , fm} 为 V 的 两 组 基 ， 
因而 有 
f; = > ,ies 7=1,.…,m, 
i=1 


并 且 基 的 变换 矩阵 的 行列 式 J = det(ai) 天 0 

车 J > 0, 则 称 有 序 基 {e1,… ,em} 和 {及 ,… ,jm} 确定 V 的 相同 定向 . 不 难 验 
证 这 是 V 的 所 有 基 组 成 之 集中 的 一 个 等 价 关系 , 并 且 恰 好 只 有 两 个 等 价 类 . V 的 一 
个 定向 就 是 这 两 个 等 价 类 中 之 一 的 选择 . 以 有 序 基 {e1,.… ,em} 为 代表 的 等 价 类 给 
定 Y 的 一 个 定向 , 记 为 = [e1,… ,em], 与 之 相反 的 定向 记 为 -p= [el,… ,em] 
易 见 [ez,e1,… ,em] = -上 事实 上 , 对 调任 意 两 个 基 向 量 的 位 置 , 空间 改变 定向 
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我 们 还 可 以 用 外 形式 的 语言 来 描述 空间 的 定向 . 记 m 维 实 向 量 空间 V 的 对 偶 
空间 为 V*, 则 4™(V*) 是 实 1 维 的 , 它 同 构 于 及 +, 这 说 明 Y 的 所 有 mm 阶 反 称 协 
变 张 量 ( 即 m 次 外 形式 ) 之 间 只 差 一 个 常数 倍 . 任 取 一 个 非 零 Ps A™(V*), 并 令 
el ,em 为 V 的 基 , 则 对 任意 一 组 向 量 {v; :i=1,… ,m}), vi; 二 >》 cei 有 

j=1 


(ol ,Vm) = det(o) NR(e1,... ,em). 
事实 上 , 因 2 是 线性 的 与 反 称 的 , 故 8 可 写 为 


f2(U1) ; Um ) 一 12 b> cl ens 》 3 Se 


71=1 Jm=1 
= >》 Cl... im f (ej ,ej ) 
= 》， sgno .cz .cz(n)12(el em)， 
ovESm 
这 里 5 表示 m 个 字母 的 置换 群 . 再 据 行 列 式 的 定义 , 上 式 可 写 为 
(op ,Vm) = det(c)f(e1,... ,em). 

由 此 可 见 , 8 在 具有 相同 定向 的 两 组 基 ( 即 等 价 的 两 组 基 ) 上 的 值 具 有 相同 符 
号 , 而 在 非 等 价 的 两 组 基 上 的 值 具 有 相反 符号 . 另外 , 当 入 >0 时 A8 与 在 V 的 
任意 基 上 的 值 具 有 相同 符号 , 而 当 入 < 0 时 符号 则 相反 . 于 是 可 以 推出 A™(V*) 中 
两 个 非 零 外 形式 8; 和 1 确定 V 的 相同 定向 当 且 仅 当 fa = 和 Af22, 其 中 入 为 正 实 
数 . 而 A™(V*) - {0} 是 不 连通 的 , 它 是 两 个 连通 分 支 的 并 , 因此 Y 的 一 个 定 同 可 
以 定义 为 4m"(V*) 一 {0} 的 两 个 连通 分 支 中 之 一 的 选择 . 

例 1 设 {ei1,e2} 为 欧 氏 平面 上 的 规范 正 交 基 , 依 逆 时 针 旋 转 方 问 作为 正 问 ， 
{wi,w2} 为 {ei1,e2} 的 对 偶 基 , 因而 wi A wz(el,ez) = 1. 若 vi = biei 十 bies, v2 = 
biei 十 好 ez 是 两 个 线性 无 关 癌 量 , 则 
bi bi 
b3 b2 
其 绝对 值 表示 以 v1,v2 为 邻 边 的 平行 四 边 形 面 积 , 正 负 号 由 v1,v2 成 右手 系 还 是 左 
手 系 而 定 ， 因此 WwW1 人 \ wo2 (V1, V2) 表示 以 V1, V2 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 有 向 面 积 . 


例 2 在 R" 中 ,由 n 次 形式 dziA…Adzn 给 出 的 定向 对 应 于 基 Be 和 


所 确定 的 定向 过 天 -|, 这 是 Rn 的 自然 定向 , 此 时 dz Adan( 


Ox1 
pe 
5 =1. 


wI 和 A wz (v1, v2) = det ( ) Wl Nw2(e1, e2) 一 bib2 b1b3, 
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4.1.2 ” 流 形 的 定向 

对 流 形 M, 需 对 每 一 个 切 空 间 T,M 定向 , 并 且 要 求 “ 相 邻 ” 的 切 空 间 的 定 回 
是 协 合 的 . 

定义 4.1.1 设 (M,D) 为 mm 维 微分 流 形 . 如 果 存 在 一 个 子 集 D' C 满足 : 

(1) {UI(U, yp) e D'} 是 M 的 一 个 覆盖 ， 

(2) 者 (Ua, Ppa; T1) 机 ,Tin) E 也， (Up, pei ya， 机 , Ym) ED,, 则 由 

dap(p) = det{d(pu o p83 )(p8(p))} 

确定 的 函数 due : Uo 门 Vs 一 RR 处 处 为 正 , 那么 (M, DD) 称 为 可 定向 的 . 

一 个 可 定 癌 流 形 (M,D) 的 一 个 定向 是 满足 条 件 (1) 和 (2) 并 且 关 于 条 件 (2) 
为 最 大 的 子 集 D' CD 的 一 种 选择 . 一 个 有 向 流 形 指 的 是 一 个 三 元 组 (M,D,D1), 其 
中 (MM,D) 是 一 个 可 定向 流 形 , Di 是 (M,D) 的 一 个 定 同 . 

显然 , 如 果 D' 满足 条 件 (1), (2), 那么 

Di = {(U, yp)|(U, wp) e D 有 日 与 D' 中 任意 成 员 满 足 条 件 (2)}. 
而 
Di = {(U,¢o yp)|(U, y) € D1} 

是 (M,D) 的 另 一 个 定向 , 其 中 R™ 中 的 反射 5: Rm 一 Rm 定义 为 


S(Z1)， ,Tm— 1, Tm) = (71,*…: , Tm—1; —Tm). 


注意 到 detd(pa p81) = det ( 到 -(m))， 所 以 条 件 (2) 可 表示 为 


Oz1 DZ 
(zl ,Tm) ,Tm Oy Oy 
Oy ,Ym) = det . * > 0. 
Y1,° a pa (UaNUsg) Bcl Bz, 
Oym Oym pa(UaNUg) 
条 件 (2) 说 明 1 -2 ,-2 {i _G_} 为 切 空间 的 同 向 基 , 即 
Oy1 | { 吉 " Orm, ’ 
0 2 -2 .. | 
Ovy1 " Oym OT1 ’ Orm, : 
其 中 
9 /om om\/ 
Oy1 Oy1 Oy1 Or1 
8 bzi Bpm 8 
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定理 4.1.1 ” 设 (M,D) 是 mm 维 微分 流 形 , 则 M 是 可 定向 的 当 且 仅 当 存在 M 
上 一 个 处 处 非 零 的 光滑 m- 形式 w. z 

证 明 全 设 Di 是 可 定向 流 形 (M, D) 的 一 个 定向 , 则 {UI(U,y)eE D1} 是 MM 
的 一 个 开 覆 盖 , 它 有 局 部 有 限 的 开 加 细 {U6|(Uo, pa) EDi,a ET}. 令 {nala eT} 
为 从 属于 {Uo} 的 单位 分 解 . 

设 (zf?,… ,7&%) 为 (Ua, pa) 的 局 部 坐标 , 则 


wa = dr? 人 人 .… 人 dz7 
是 U。 上 的 一 个 没有 零点 的 m- 形式 , 构 作 


w 二 MNadr? A 和 +. 人 dr%, 
aET 
显然 w 是 M 上 的 光滑 m- 形式 . 下 面 证 明 w 在 M 上 处 处 非 零 . 
任 取 pe M, 选取 围绕 点 p 的 局 部 坐标 系 (U, yp; yi) € D1. 者 点 p EU 站 Uo， 
则 存在 Ce 函数 f。 :Un Uo 一 下 处 处 为 正 , 使 得 


dzT 和 人 … :人 dzz = fadyi 人: 人 dym. 


>》 mu(p) 二 | 故 有 ao eT 使 得 mao(D) > 0 且 Jp) .ao) > 0， 于 是 


CEF 


2》, faln) ， na (Pp) > 0, 从 而 


aE€El 


wp = w(p) = >》 ma(p)dzf 入 … 和 Adzg = Poymg dyi 和 和 Adym #0. 
CEFL aET 
数 f。:U 一 民 使 得 
wlvu 一 jdzi 入.…… .和 A 人 dz. 


因为 w 在 M 上 处 处 非 零 , 所 以 f 在 UU 上 也 处 处 非 零 , 于 是 或 者 处 处 f。> 0 或 者 
处 处 f。 <0. 令 
Di={(U,v)€D|fy, >0}, 


这 里 7 不必 连通 . 下 面 证 明 Di 是 M 的 一 个 定 回 . 

(1) Di 覆盖 M. 因为 假若 存在 点 ge M 以 及 围绕 点 g 的 局 部 坐标 系 (V, 力 )， 
其 中 V 连通 , 并 且 使 得 f, < 0, 那么 在 新 的 局 部 坐标 系 (V, sco) 中 , fcow > 0, 于 
是 (V,s ow) EDIi. 
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(2) 如 果 (Ca， (Ppa) Ti ) € Di, (Up, pp; Yi) 二 Di, 并 且 Za 门 Ug x 2, 那么 在 
Uo 门 Ua 上 ,有 


wl|vsnvs 一 jurnusdzl 人.…… 人 和 dzZm， 所 -|onun > 0， 


及 
w|Usnus = jarnvsdy 和 人 … 和 Adynm， foalvsnvs > 0， 
因而 
dzl 入 ,…. 入 dz， 一 Jeeluanre dy 入 .和 dy 
foslUs Nvs 
于 是 在 U6 站 Ze 上 ， 


dap 一 foalUanvs /fpolUanNnvs > 0. 


(3) Di 是 满足 定义 4.1.1 中 条 件 (2) 的 最 大 子 集 , 请 读者 补 述 . 

我 们 把 m 维 Ce 流 形 上 的 一 个 非 零 的 光滑 m- 形式 叫做 体积 形式 或 体积 元 素 . 
本 定理 表明 每 一 个 可 定 问 流 形容 许 有 一 个 体积 形式 . 

例 3 每 一 个 李 群 都 是 可 定向 的 , 因为 若 wi1,… ,wr 是 G 上 左 不 变 1- 形式 的 
基 , 则 wi 入 .… 和 Auwr 是 G 上 的 一 个 处 处 非 零 的 整体 ~- 形式 . 

设 m 维 C™ 流 形 M 由 体积 形式 w 定向 , (UV, p; 7z1,… ,zm) 是 M 的 任意 一 个 
局 部 坐标 系 , 则 dzli 和 A…:Adzm 与 wlr 差 一 个 处 处 不 为 零 的 因子 . 如 果 dz1 人 … :Adzm 
与 w|v 差 一 个 正 因子 , 则 称 (U, p; z1,… ,zm) 是 与 M 的 定向 相符 的 坐标 系 . 显然 
在 可 定向 流 形 上 可 取 定 向 相符 的 坐标 覆盖 , 并 且 对 于 任意 两 个 相交 的 坐标 邻 域 , 坐 
标 变 换 的 Jacobi 行列 式 处 处 取 正 值 . 

定义 4.1.2 设 M 入 都 是 维 数 为 m 的 有 疝 流 形 , 分 别 由 体积 形式 w 和 7 
定向 . 假定 下: M 一 入 是 一 个 Cee 微分 同 胚 , 并 且 对 M 的 所 有 点 p, 有 


Fri) = 和 Np)w(p), 


其 中 Cee 函数 入: M 一 及 处 处 为 正 , 我 们 说 下 保持 1M 与 NN 的 定 问 . 

等 价 地 , 下 称 为 保定 向 的 , 如 果 对 每 一 pe M, (dF)， 将 切 空 间 TM 的 正 同 基 
映 成 切 空 间 Tsp(p)N 的 正 向 基 . 特别 , 若 M = NN, 则 说 F 保持 M 的 定 癌 . 

如 何 判定 流 形 的 可 定向 性 呢 ? 下 面 介绍 一 个 判别 法 . 为 此 先 引 入 流 形 的 内 乘 运 
算 , 不 妨 复习 一 下 A(V*) 中 的 内 乘 运算 . 设 V 为 mm 维 实 向 量 空间 , ve V. 对 满足 
1 < km 的 所 有 存在 一 个 从 A*(V*) 到 A4*-1(V*) 的 线性 映射 i(v), 它 定义 如 
下 : 对 于 ee 4k(V) 以 及 v1,… ,vk_1EV, 令 


(i(v)(é)) 0 Vk-1) 一 (UVI , Vk-1). 
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过 渡 到 流 形 , 设 X 是 m 维 微分 流 形 M 上 的 一 个 向 量 场 , 对 满足 1 < 有 < m 的 所 
有 大, 定义 映射 i( 基 ); A*(M) 一 A*-1(M) 如 下 : 对 于 we A*(M), 令 


(i(X):w)(p) =i(X(p)) (w(p)) 对 每 一 pe M. 


在 大 一 mm 时 , 利用 2.4 节 公式 (9) 可 给 出 i(X) .w 的 简洁 表达 式 
设 (U; z1,… ,zm) 是 M 的 一 个 局 部 举 标 系 , 则 X = 》 ,Xi E C™(U) 
wy = a dzi 人 人.… 人 dzm, a €C™%(U), 于 是 


mm 


i(X): wly = > (llaXidri A A dvi NA..M drm- (1) 


?一 1 


定理 4.1.2” 设 (M, 下 是 Rn"+1l 的 一 个 n 维 子 流 形 . 假设 (M, 下 ) 容许 有 一 
个 非 零 “法 向 量 场 ”, 这 意 指 存 在 一 个 Cee 映射 N : M 一 TB"+1,， 使 得 对 每 一 
个 pe M,N(p) 是 一 个 在 切 空间 Tracy)R"+1 中 垂直 于 dF(T,M) 的 非 零 向 量 ( 见 图 
4.1), 那么 M 是 可 定向 的 . 


注 ”在 Tp)R"+! 中 的 垂直 性 是 关 Np) 
ee 
Ct rm AW Lam 


给 出 的 内 积 <, > 而 言 的 

证 明 ”采用 文献 [2] 的 证 法 . 对 于 给 
定 的 法 向 量 场 N, 考虑 在 F(M) 的 点 上 图 4.1 
定义 的 n- 形式 jy, 


HL = i(N) . (dri 人，…. 人 drn+1). 


令 忆 = Fr 则 w 是 M 上 的 一 个 光滑 n- 形式 . 由 定理 4.1.1, 只 需 证 明 w 在 M 上 
处 处 非 零 . 反 设 在 某 个 ge M, 有 w(q) = 0, 则 对 所 有 v1,… ,vn < ToM， 


0=w(q)vi ,vn) = Fp(q) (v1 ,Vn) = p(F(q)) (dF)a (V1),:: , (dF)alvn)). 
(2) 
而 每 一 个 向 量 ve TroORn"+l 都 可 表示 为 u = (dF)s(v) 十 cN(gq), 其 中 ve TM,ce 
及, 因此 对 于 问 量 


Ui 一 (dF ), (vi) 十 ciN(g) € To 及" 二， 2 一 1 ,Nn, 
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我 们 有 


pF(q))(W1, ,Un) 
= Jr(q((dF)a(v1) + ciN(q),.…* , (dF)a(vn) + cnN(g)) 
= Lr(a (dF )alv), (dF)a(vn)) 


十 》， CjHF(g) ((dF)a(v1), ””” (dF )a(vj-1), N(g), (dF')a (vj+1), “""*)， (dF )a (vn)), ， 
j=1 


所 有 其 他 项 都 是 零 , 因为 N(q) 作为 自 变量 出 现 两 次 , 而 / 是 反对 称 的 . 由 (2) 式 
知 , 上 面 和 式 中 的 第 一 项 等 于 零 . 又 因为 


1 ,N,.…)= 1i(N)dri 人 人 drntri( ,人 
= dri 人 :A 人 人 drnri(N,.: ,N,..) 
=0, 


所 以 和 式 中 的 所 有 各 项 都 为 零 . 又 wi,… ,wn e Tr(gR"*+! 是 任 取 的 ,这 说 明 
Kt(F(q)) = 0. 


， n++l . 
另 一 方面, 将 N 写作 N = 》` Ni, 由 (1) 式 知 
i 一 1 , 


n+l1 
KL=i(N):dri 和 N\Adrnti = S、 (Di-:Nadr 人.……: 和 dr 人 .人 drntl, 
j=1 
由 于 对 某 个 j, Nj; 关 0, 故 J(F(q)) 关 0. 这 一 矛盾 证 明了 本 定理 . 
例 4 单位 球面 5* 是 可 定向 的 , 因为 5S* 上 存在 非 零 法 向 量 场 , 它 是 R"+1 一 
{0} 上 径 向 向 外 的 单位 向 量 场 在 S" 上 的 限制 , = -iagn+ilsn 保持 5S” 的 定 问 当 
且 仪 当 n 是 奇数 ( 留 作 练习 ). 
作为 推广 , Rn"+1 中 每 一 个 紧 致 连通 的 n 维 子 流 形 是 可 定 问 的 .该 子 流 形 将 
R"+1 分 成 两 个 连通 分 支 , 一 个 有 界 , 另 一 个 无 界 . 这 样 的 子 流 形容 许 一 个 单位 法 向 
量 场 , 例如 指向 无 界 的 连通 分 支 的 那 一 个 . 
例 5 Msébius 带 5 是 不 可 定向 的 . 在 5 上 不 存在 非 零 法 问 量 场 . 因为 如 果 这 
样 的 一 个 场 沿 着 中 心 线 连续 变动 , 它 在 走 完 一 整 圈 后 就 应 该 指 问 相反 方向 . Mibius 
带 是 单 侧 曲面 . 
对 于 流 形 的 可 定向 性 希望 了 解 更 多 知识 的 读者 , 例如 可 参看 文献 [18]. 


4.1.3 “” 带 边区 域 和 它 的 边界 的 定向 
记 Hm = {(z1,… ,ZXm) e 了 mlzn > 0}, 称 为 及 m 的 上 半空 间 . 


定义 4.1.3 设 DD 是 m 维 流 形 M 的 闭 子 集 , 满足 下 列 条 件 : 对 于 DD 的 每 个 
所， 
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Qi) 或 者 存在 点 p 的 开 邻 域 W 使 得 W C 了 ， 

(ii) 或 者 存在 一 个 中 心 在 点 p 的 坐标 卡 (U, yp), 使 得 p(U 门卫 ) = vw(U) 门 五. 
则 称 D 为 M 中 的 一 个 区 域 ( 见 图 4.2). 

情形 (i) 中 的 点 称 为 D 的 内 点 . 将 D 的 内 点 的 集合 记 为 Int(D), 易 见 它 是 M 
的 开 子 集 , Int(D) 作为 M 的 开 子 流 形 , 维 数 亦 为 mm. 

情形 (i) 中 的 点 称 为 D 的 边界 点 . 将 D 的 边界 点 的 集合 记 为 6D, 称 为 万 的 
边界 . 因为 对 每 一 pe 0D, 存在 一 个 中 心 为 p 的 局 部 坐标 系 (U, p; zi), 使 得 


p(OD Nn U) 一 p(U) NN {(z1, 机 , Tm) < R™ |zm, 一 0}, 
因此 8D 是 M 的 一 个 m 一 1 维 正 则 子 流 形 . 


p(UND) p(p) 


图 4.2 


现 取 点 pe 9D, 向 量 ve T,M. 如 果 M 中 经 过 点 p 的 每 一 条 光滑 曲线 a(t) 
满足 c(0) = v, 则 a(bgD 对 0<t<e( 其 中 < 是 某 一 正 实数 ) 皆 成 立 , 那么 就 说 v 
是 DD 的 一 个 外 指向 量 . 

M 的 定向 可 诱导 出 0D 的 定向 : 设 v 是 9D 在 点 p 处 的 一 个 外 指 问 量 ， 
v1,… ,vm-1 是 切 空间 To6D 的 基 . 当 v,v1,… ,vm-1 决定 TpM 的 定 同时 , 我 们 
说 1,… ,vm-1 确定 了 T5860D 的 一 个 定向 , 即 8D 在 点 p 处 的 定向 , 不 难 验证 , 该 
定义 与 外 指向 量 v 以 及 v1,… ,vm-1 的 具体 选取 无 关 . 

例 6 R? 的 上 半 平 面 H? 以 z 轴 为 边界 . 设 {ei,e2} 是 及 2 的 规范 正 交 基 , 平 
面 按 右 手 系 定向 ,/ = [el,e?]. 取 v = 一 ez 为 带 边区 域 H? 的 边界 上 的 外 指 问 量 , 则 
4 二 [wuell, 所 以 H? 的 边界 z 轴 上 的 诱导 定 问 为 [el]. 

一 般 地 , Rm 的 上 半空 间 Hm 看 作 Rm 的 带 边 区 域 , 其 边界 9Hm 是 超 平面 
zm = 0. 设 {e1,e2,… ,em} 是 Rm 的 规范 正 交 基 , 定向 由 / = [ei, e2,… ,em] 给 出 . 
取 wv = 一 em 为 超 平面 zw = 0 上 的 外 指向 量 , 则 

/一 (—1)™ [em, ei, … ,Em-1] = (—1)™ lv, ei, “… ,Em], 
因而 在 边界 98m 上 的 诱导 定 问 是 (--1)™[ei,:… ,em-1]. 

特别 当 m = 3 时 , 由 R 的 定向 jy = [ei,e2,e3] 所 诱导 的 在 H3 的 边界 083( 即 
xzOy 平面 ) 上 的 定 同 为 (1)3[ei, e2] = [ez, ei]( 见 图 4.3). 


.48 . 


图 4.3 
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定理 4.1.3 ”说 (M,D) 是 一 个 m 维 可 定向 流 形 , D 是 M 的 一 个 带 边区 域 ， 
则 9D 作为 M 的 一 个 m 一 1 维 正 则 闭 子 流 形 也 是 可 定向 的 . 


证 了 明 设 TD: 


= {(Uo, pa)|la e 了 是 可 定向 流 形 M 的 一 个 定向 . 因 0D 为 M 


的 m 一 1 维 正 则 子 流 形 , 故 对 每 一 pe 0D, 存在 点 p 的 局 部 坐标 系 (U, p; zi), 使 得 


pl(D (D0) 


令 Da = {(U, p)|( 
车 Uo 门 UB x O, 则 在 Pal(Ua 门 Ug) 上 ， 令 


= p(U) f) tc 


PB o pa :(ZD 


我 们 有 


由 于 
pal(Ua | Us (N60D) c R™-! x {0}, 


因此 yn,(z1,… ,XZm-1,0) = 0, 这 蕴涵 P(e 


又 函数 


Tm PP Ym(T1,* 


“ 现 令 W = pal(Uo 作 Up) 站 (R™ ?x {0}), 则 有 


d((p8 o pa )|W) 


d(pe o° pa )IW = | By 


Oym 
det(d(pe o pa )IW) = 3 


, Tm) PD (y1,* …: 


; Tm—1) Tm) 


对 于 所 有 zm > 0 取 非 负 值 , 而 在 zm = 0 时 取 零 值 , 故 


,Tm) < R™|zm > 0}. (3) 


U, p) < Di1 且 满足 (3 (3 ) 式 }. 取 (U ( Ua, pa) € Do2, (Up, pp) E D,. 


pa(Ua (| Ug {10D)C R™-!1 x {0}. 


,Tm_10)=0,i=1,...,m—1. 


Oym, 


Br (Tl " * ,Tm-_1;0) 过 0. 


det(d((pp° pa )IW)). 
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而 det(d(paopa IW) > 0, Su (21,.. wm-1,0) > 0, 故 det(d((ppopa ) IW)) > 0 
于 是 {(U 门 6D, wp|U 门 6D)|(U, yp) € Do} 确定 了 9D 的 一 个 定向 , 因此 9D 是 可 定 
问 的 . 


4.2 形式 的 积分 与 斯 托 殉 斯 (Stokes) 定理 


4.2.1 形式 的 积分 


有 向 流 形 上 外 微分 形式 的 积分 是 数学 分 析 中 第 二 型 曲线 积分 与 曲面 积分 的 推 
广 . 定义 这 种 积分 还 需 用 到 单位 分 解 知识 . 
设 (M,D) 为 m 维 可 定向 流 形 , Di 为 其 定 问 , w 是 M 上 的 m 次 外 微分 形式 ， 
具有 紧 致 支 集 , 即 
Suppw = {p € Mlw(p) #0} 


为 M 的 紧 致 子 集 . 假设 {U6|(U6, pa) € Di,a eT} 是 M 的 局 部 有 限 的 开 履 盖 ， 
{nala eT} 为 从 属于 {Us|a e 刀 ] 的 单位 分 解 , 那么 


2 = [三 wj 2 Te) (1) 


aET CE 三 


因为 Suppw 紧 致 , {Suppnala e 六 } 局 部 有 限 , 因此 Suppw 只 与 有 限 多 个 Suppneo 
相交 , (1) 式 右 端 实际 上 只 是 有 限 多 个 项 的 和 . 显然 , Supp(Wa . w) C Suppna C Uo， 


所 以 可 以 定义 
fm-o=h ro (2) 
而 上 式 右 端 理 解 如 下 : 在 (U6, pa; zg) 中 ， 
Taw = Na .aadzT 入 .和 人 dz7， 
其 中 Qo E C™ (Ua). 又 Supp7aw C Suppw 为 紧 致 集 ， 故 
eaajoeaaleg ,ao8)dagdo do (3) 
pa(Ua) 


为 有 限 值 , 因此 (2) 式 右 端的 积分 就 是 (3) 式 . 然后 , 令 


| %=5 /mo (4) 


aET 


显然 上 述 和 只 有 有 限 个 项 可 能 不 为 0. 
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定义 4.2.1 设 M 是 mn 维 可 定 癌 流 形 , w 是 M 上 的 有 紧 致 支 集 的 m 次 外 
微分 形式 , 由 (4) 式 定义 的 数值 上 w 称 为 外 微分 形式 w 在 M 上 的 积 


这 里 还 需要 说 明 积 分 上 的 定义 既 与 {(Us, pa) e Di a e 站 的 选取 无 关 ， 
又 与 单位 分 解 {nala e I} 的 选取 无 关 , 即 说 明 积分 的 定义 是 合理 的 . 

设 {Va|(Va,We; 6) € D1,B e A} 是 M 的 另 一 个 局 部 有 限 的 开 覆 盖 , {rpl6 e 
A} 为 从 属于 {Val6 e A} 的 单位 分 解 , 则 在 Us 门 Vs(# 8) 上 ， 


Ww = Qad7z? 人.…:A 人 dzr 一 056dW 入 … 和 Adgyp， 
bg = OPE 0 


ym 
一 Qa) 
a(y, “*? ,Yh ) a(W, “? , Yh) 


于 是 


3 / (Wa qo) 0 p21(29,... ,0 jdzg .dza 
aET palUa) 


= 2 2, (rp . (na Ga)) opIlze ,ze )dze .deo 
aET BEA Pa(UaNVg) 


= DD) (rd) ow Wf, ,dy 
BEA ae wae(VeNUa) 


- > / (rp bg) o ba (We Ym) + dyh, 
BEeA " Wal(Ve) 


其 中 第 2 个 等 式 是 由 黎 曼 积分 的 变量 替换 公式 得 到 的 . 再 据 (2), (3), 得 
3h-Eh 


aET 


这 正 是 我 们 需 证 的 . 
若 w,wi,w 都 是 mm 维 有 问 流 形 M 上 有 紧 致 文集 的 m 次 外 微分 形式 , 则 wi 十 wo 
及 cw( 其 中 e 为 任意 实数 ) 均 有 紧 致 文集 . 据 积 分 定义 , 显然 有 


[Me 十 w2) = 上 w1i1 十 上 Ww2, 
fh 


这 说 明 积分 / 是 M 上 有 紧 致 支 集 的 m 次 外 微分 形式 的 集合 上 的 线性 函数 
M 
记 M- 为 和 M 定向 相反 的 有 向 流 形 , 则 / =- / ww. 证 明 留 作 练习 . 
AT 一 M 
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4.2.2 ”斯 托 克 斯 定理 


建立 R" 中 一 个 区 域 上 的 积分 和 它 边界 上 的 积分 之 间 的 联系 是 数学 分 析 中 最 
基本 、 最 重要 的 一 个 结果 , 本 段 将 就 流 形 的 情形 予以 讨论 . 
定理 4.2.1 设 D 是 m 维 有 向 流 形 M 中 的 带 边 区 域 , w 是 M 上 有 紧 致 支 
集 的 m -1 次 外 微分 形式 . 则 
| = 有 w. (5) 


车 0D = &g, 则 规定 上 式 右 边 的 积分 为 零 . 
证 明 设 Di = {(Uo,wa)la ET} 是 与 M 的 定向 相符 的 一 族 局 部 坐标 卡 , 满 
足 如 下 条 件 ; {(Us。|a e I} 是 M 的 局 部 有 限 的 开 有 覆盖 , 并 且 当 U6 门 8D 产儿 时 ， 


pa(Ua (ND) = pa(Ua) () {(21)°%7 ,Tm) € RY |zm > 0}. 


又 设 {nala eT} 是 从 属于 {Uola eT} 的 单位 分 解 , 于 是 
w 一 >》 Na * Ww. 


aET 


因为 支 集 Suppw 是 紧 致 的 上 式 右 边 只 是 有 限 项 的 和 , 所 以 有 
hw= 5 f ate 


aET 


如 果 对 每 一 a e 卫 , 能 证 明 


aa) = | no 


那么 就 保证 (5) 式 成 立 . 不 失 一 般 性 , 假定 支 集 Suppw 包含 在 Di 中 某 一 成 员 内 ， 
为 简单 计 , 删 去 下 标 , 设 为 (0, p), 其 坐标 函数 为 (zl … ,zm), 此 时 w 的 表达 式 为 
> (—1)’-lajdzi 入 .和 Adzj A:.. AN dzm, 


LU 一 
了 


其 中 oj e Cee(D), 并 且 


一 Oa; 
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下 面 分 两 种 情形 : 
(1) U 站 89D = %, 则 wl6D = 0, (5) 式 右边 为 零 , 这 时 UU 或 者 包含 在 M 一 D 
内 , 或 者 包含 在 D 的 内 部 . 对 于 前 者 , (5) 式 左 边 必然 为 零 ; 对 于 后 者 , 则 有 


一 Oa， 
-hd 
p(Suppw) 在 Rm 中 是 紧 致 的 , 不 妨 设 p(U) 是 Rm 中 的 有 界 开 集 , 这 样 一 来 在 R™ 
中 存在 方 体 C : |zi| < K, i = 1 ,mm 使 得 pg(U)cC. 而 


Supp(a; op 一) C p(U), 


并 且 gp(U) - Supp(a; op-!) 是 开 集 , 故 可 以 将 oj o p-! 延 拓 为 C 上 的 C% 函数 ， 
使 得 它 在 C - p(U) 上 取 值 为 零 , 这 里 j = 1,… ,m. 为 简单 计 , 把 oj o yp-1 仍 记 作 
Qj) 则 有 


Oa; 
dw = /5 | 2 一 一 dzl .. 
上 > p(U) Bd -> Ox; 
“Dai — 
一 一 -一 qd7， dzZ1 .dz … dz 
> 六 Oj " " 的 
7 rj=K oo 
-ee 
zi 科大 Ti 二 —_K 
j=1 " i#i ] 
二 >》 sar 0.dzl……dzi dzm 
工 ”1z 


(2)T 站 8DXg. 在 了 Rm 中 取 长 方 体 G:|zi| < K,i=l.,m-1,0<zmn< 
天 ,使 p(U 门 D) 落 在 C 的 内 部 与 边界 xm = 0 的 并 和 集 内 . 将 ow-1(j 1,... ,m) 
延 拓 为 C 上 的 Cee 函数 , 使 得 它 在 C - p(U) 上 取 值 为 零 (省 去 的 细节 请 读者 补 
述 ). 把 aj o pgp-! 仍 记 为 oj 则 (5) 式 左边 为 


一 Oa; 
dw = | dw = / 一 二 dzl 人:……- 人 dzm. 6 
上 DNU 2 pnv Oi (6) 
对 于 1<j<sm-1, 
| Coidr A.. Adem= 上 Co .dr 
DnU OT7; p(UND) OT; 


Oaj Oas; 一- 
下 Badd n= [<K,i#¥ij,m (县 22an] dzl1… dzi dzm 


mK 
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所 以 (6) 式 中 只 含 一 项 
Oa 


/ 一 一 dzl 和 人 … .和 人 dz 
DNMU Ozm 


-= 人。 [eam (x1,*…: , Tm-_1, K) 
1<i< 1 


一 am(Z1…… ,Tm-1,0)]dz1:*. drm-_1 
| I<xK a (Z1， ,Tm 1, 0)dz1 dz 1 (7) 
1<i 和 mm 一 1 
(5) 式 的 右边 是 
人 = / w=- 1)7- 本 用 ajidzl 和 .Adzi 入.… 和 Adznm 
8D apnv ;3 NU 


二 (—1)™-! 上 amdzl 人.…. Adzn 1 
ODNU 


一 -|/ amdzl.… dz -1l 
p(UNOH™ 


一 -| Qmd7z1:..dzrm-_i 
CNOH™ 


-人 am(Z1…， , Tm—1,0)dz1 “drm-1) (8) 


其 中 第 3 个 等 号 是 因为 在 U 人 9D 上 , dz = 0, 第 4 个 等 号 用 到 了 在 UN 86D 上 
的 诱导 定向 . 比较 (7) 式 与 (8) 式 知 (5) 式 成 立 , 定理 得 证 . 
下 面 说 明 数 学 分 析 中 几 个 重要 的 经 典 公 式 都 可 以 用 斯 托 克 斯 定理 来 统一 表达 . 
例 1 设 f 是 闭 区 间 [a,b] CR: 上 的 连续 可 微 函 数 , 则 有 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 


b 
f fla)ar = 9, = 7100) -fl0) (9) 


= [a,4b] 按 RR! 定向 , D 的 边界 是 {a} U {20}. 对于， 指定 “+” 号 , 而 对 于 a 指 
定 “ 一 ”号 , 于 是 9D = {a, ++b}. 从 而 (9) 式 可 写成 


/ur- 
D 
例 2 设 刀 是 了 2 中 一 个 有 界 闭 区 域 , 其 定向 与 RR? 一致. 边界 9D 为 闭 曲线 ， 


其 定向 由 D 所 诱导 , 即 在 9D 的 点 处 的 外 指向 量 与 9D 的 正 癌 形成 R? 的 正 问 基 
(图 4.4). 设 P, Q 是 D 上 的 连续 可 微 函 数 , 则 有 格林 (Green) 公式 


| Pdz + Qdy = / ( 守 - 有 dzxdy. (10) 
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若 令 w = Pdz +Qdy, 则 dw = 人 


公式 (10) 可 写 为 | w= | dw. 
oD D 
例 3 设 DD 是 R3 中 的 有 界 闭 区 域 , 定向 与 R3 
一 致 . 以 闭 曲面 9D 的 外 法 线 方向 为 正 向 诱导 出 边界 
8D 的 定向 . 设 P09,R 是 D 上 的 连续 可 微 函 数 , 则 有 
高 斯 公式 


| / Pdydz 十 Qdzdz + Rdzdy = /| | | (入 + + 9% 十 3 dzxdydz. 


现 可 记 成 人 w 二 = | 其 中 w = Pdy 入 dz + Qdz 人 dz ++ Rdz 人 dy, dw = 
(Kr + 到 十 砚 dz 入 dy 人 dz. 

例 4 设 5 是 R3 中 一 块 有 向 曲面 , 其 边界 95 是 空间 闭 曲 线 , 具有 从 5 诱导 
的 定向 . 若 P, Q, R 是 在 包含 5 在 内 的 一 个 区 域 上 的 连续 可 微 函 数 , 则 斯 托 殉 斯 公 


式 是 说 


人 Paz+Qdy+ Raz= // (玩物) ve 
+ 


车 记 w = Pdz 二 Qdy + Rdz, 则 上 式 可 写成 | w 一 | a 
a5 Ss 


4.2.3 ” 黎 曼 流 形 上 的 积分 


设 M 是 mm 维 黎 曼 流 形 , 即 M 是 m 维 光滑 流 形 带 有 对 称 正定 的 二 阶 协 变 张 量 
场 , 也 就 是 说 在 每 一 切 空间 T,M 上 有 一 个 正定 内 积 <, >" 并 且 要 求 <, >" 是 光滑 
的 , 即 对 于 M 上 的 任意 光滑 向 量 场 X 和 了 , 映射 p< X,Y >p=< XX(p), Y(p) >， 
是 M 上 的 光滑 函数 . 

现 给 定 一 点 pe M, 可 以 找到 点 p 的 一 个 坐标 邻 域 UV 以 及 U 上 的 光滑 向 
量 场 el,… ,em, 使 得 这 些 向 量 场 在 下 列 意义 下 是 规范 正 交 的 : 对 于 U 中 的 每 


一 点 (cD)a… , (em)s 是 切 空间 ToM 上 的 规范 正 交 基 . 事实 上 ,在 局 部 坐标 系 
(zu …zm) 里 , 特 通常 的 Gram_ Schmidt 方法 应 用 于 向 量 场 = 5 使 之 


规范 正 交 化 , 并 且 是 在 U 的 所 有 点 上 都 同时 这 样 做 细节 留 给 家 竺 ) 我 们 把 这 样 
一 族 向 量 场 e1,… ,em 叫做 局 部 的 规范 正 交 标 架 场 . 
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内 积 <, >yp: T,M x TbM 一 R 作为 双 线 性 映射 是 非 奇 异 的 ,这 指 的 是 只 要 
v € T,M 不 为 0, 就 有 w € T,M 使 得 < v, w >p 关 0, 因此 它 可 诱导 一 个 自然 同 构 


pTM oT M, vP po, 


这 里 yp, 定义 为 p(w) =< v,w >p,w € TpM. 借助 于 这 一 同 构 , T*M 继承 一 个 内 
积 , 并 且 TpM 的 规范 正 交 基 的 对 偶 基 自然 是 T*+M 的 一 个 规范 正 交 基 . 

现 设 el …… ,em 是 UU 上 的 一 个 局 部 规范 正 交 标 架 场 , 并 假定 wi,…… ,wm 是 对 
偶 的 1- 形式 , 因而 在 UV 上, 有 

wi(ej) = 0i3) 

所 以 wi,… ,wm 组 成 上 的 一 个 局 部 规范 正 交 余 标 架 场 . 在 坐标 邻 域 Z 和 忆 / 
上 , 考虑 两 个 这 样 的 局 部 规范 正 交 余 标 架 场 : 在 上 是 w:……,wm, 在 UV' 上 是 
wi,… ,w, 那么 在 UN 站 UV 上 


WI NN\wm = det Aw’'1 A: Nw'm, 


其 中 4 = (ai;) 是 正 交 算 阵 , 每 一 aij e C%(U 门 U"). 由 于 det 4 = 土 1. 因此 上 式 
可 写 为 


WI A A wm = tw 人 人 人 wm. 


假定 黎 曼 流 形 1M 是 可 定向 的 . 坐标 域 0 上 的 一 个 局 部 余 标 架 场 wb … ,wr 
叫做 定向 的 , 如 果 w: A…:Awm 在 U 的 每 一 点 处 确定 的 定向 是 M 的 定向 . 现在 M 
的 每 一 点 处 选取 一 个 局 部 定向 的 规范 正 交 余 标 架 场 , 相应 的 m- 形式 wi 入 …Awm 
由 于 在 坐标 邻 域 的 相交 部 分 是 一 致 的 , 所 以 确定 M 上 一 个 整体 定义 的 处 处 非 零 的 
m- 形式 w 该 形式 称 为 有 向 黎 曼 流 形 M 的 体积 形式 , w 在 M 上 的 积分 | 是 


M 
M 的 体积 . 若 f 是 M 上 的 一 个 连续 函数 具有 紧 致 文集 , 规定 f 在 M 上 的 积分 为 
(连续 的 )m- 形式 fw 在 M 上 的 积分 , 即 


hh 
4.2.4 ” 李 群 上 的 积 


设 G 是 一 个 + 维 李 群 . 由 上 一 节 例 3 知 G 是 可 定 同 的 , 现在 我 们 选 定 G 的 
一 个 定 同 . 

注意 G 上 的 左 不 变 ~- 形式 由 它 在 一 点 处 的 值 唯 一 决定 , 并 且 一 个 7 维 实 问 量 
空间 的 7 次 外 和 究 是 实 1 维 向 量 空间 , 因此 G 上 左 不 变 7- 形式 恰好 组 成 一 个 实 1 维 
向 量 空间 . 选取 一 个 非 零 左 不 变 ~- 形式 w 使 得 与 G 的 定向 相符 . 
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若 G 上 的 一 个 连续 函数 f 具有 紧 致 支 集 , 则 f 在 G 上 的 积分 人 f 规定 为 


rf a 


积分 (11) 具有 左 不 变性 . 事实 上 , 由 ce G 所 产生 的 左 平移 1, : G 一 G 是 一 个 微 
分 同 胚 , !。 是 保定 向 的 并 且 1*w = w, 据 习 题 4 第 8 题 , 有 


/= =f G50= /oo= 人 7 


这 表明 f 在 G 上 的 积分 和 它 的 任意 一 个 左 平移 f ou 在 G 上 的 积分 相同 , 因此 我 
们 说 积分 (11) 是 左 不 变 的 , 把 它 叫做 G 上 的 Haar 积分 或 不 变 积分 . 
问 : 积分 (11) 是 否 右 不 变 呢 ? 在 什么 条 件 下 ， 


Ls= rom 


对 每 一 ce G 都 成 立 呢 ? 因为 
lrew = Tolrw 一 7T5w， 
所 以 "zw 是 左 不 变 的 , 它 可 表 为 w 的 某 个 常数 倍 , 这 表示 存在 一 个 函数 和 : G 一 
R 一 {0}, 使 得 r*w = 和 (o)w, 并 且 不 难 验证 和 是 光滑 函数 . 令 
A(c) = |A(c)|， 
显然 有 X(cr) = X(c)X(r), 因此 入 是 一 个 从 G 到 正 实数 组 成 的 乘法 群 中 的 李 群 同 


态 , 我 们 把 和 叫做 模 函 数 . 
再 一 次 利用 本 章 第 8 题 , 对 于 每 一 ce G, 有 


| 12= gorMejo (12) 


由 此 得 到 , 积分 (11) 是 右 不 变 的 当日 仅 当 对 任意 o € G, 模 函 数 A(o) 三 |. 
我 们 把 模 函 数 和 恒 为 1 的 李 群 叫做 么 模 李 群 . 问 : 什么 样 的 李 群 是 么 模 李 群 ? 
由 (11) 式 可 见 , f 在 G 上 的 积分 值 与 非 零 左 不 变 ~- 形式 w 的 选取 有 关 . 但 G 
上 的 非 零 左 不 变 ~- 形式 者 与 G 的 定向 相符 , 彼此 只 相差 一 个 正 实数 倍 , 因此 积分 
(11) 也 是 这 样 . 在 李 群 G 为 紧 致 的 情形 下 , 总 可 以 选取 一 个 左 不 变 ~- 形式 w 使 得 


| =1 
G 
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这 样 的 Haar 积分 叫做 规范 化 的 Haar 积分 . 由 上 式 以 及 (12) 式 ， 


1= | = /X00 = 0) f=X0) 


对 每 一 ce G 上 钴 成 立 , 因此 我 们 有 下 列 绪论 . 

命题 4.2.1 ”每 一 个 紧 致 李 群 皆 为 么 模 李 群 , 因而 紧 致 李 群 上 的 Haar 积分 既 
是 左 不 变 的 也 是 右 不 变 的 . 

Haar 积分 的 左 不 变性 和 右 不 变性 统称 为 平移 不 变性 . 

命题 4.2.2 ” 设 紧 致 李 群 G 线性 地 作用 在 有 限 维 实 向 量 空间 V 上 , 即 假定 
p:G 一 Aut(V) 是 G 的 一 个 线性 表示 , 并 设 <, > 是 了 V 上 的 内 积 , 那么 在 V 上 存 
在 一 个 G- 不 变 内 积 <, >G 使 得 


< p(T)v, p(T)w >G=< v,w >G (13) 


对 任意 reEG, v w EV 皆 成 立 . 
证 明 ”利用 Haar 积分 构造 Y 上 的 一 个 G- 不 变 内 积 <, >G. 令 


< UV，UW >G 一 <p(o)v,p(o)w > do, wv, WE TV 
G 


其 中 dc 表示 把 被 积 函数 看 作 是 ce G 的 函数 . 容易 验证 <, >G 是 双 线 性 的 并 且 
是 对 称 、 正 定 的 , 因而 是 V 上 的 一 个 内 积 . 下 证 <, >c 满足 (13) 式 . 

记 被 积 函数 < p(c)uw, p(c)w >= f(o), 作 右 平移 f orr(c) = f(o7) =< p(o7)v， 
p(oT)w >=< plo)p(r)u，p(o)p(r)w >. 由 于 Haar 积分 具有 右 不 变性 , 故 


< plrju p(T)w >c= 人 < plojpolrju plo)p(T)w > do 


一 | <p(o)v,p(o)w > do 
G 


=< VV,W >G . 


注 ”等 式 (13) 说 明 p(r) 作为 V 的 线性 变换 是 保 范 数 的 , 因而 是 正 交 变换 , 此 
时 线性 表示 p 叫做 正 交 表示 . 如 果 V 是 复 内 积 空间 , 命题 结论 仍然 成 立 , 证 明 方法 
也 完全 类 似 . 在 这 种 情形 下 , 线性 表示 p 则 称 为 本 表示 . 


4.3 上 映射 度 及 积分 表示 


4.3.1 ”映射 度 的 定义 和 性 质 
为 引入 映射 度 这 一 重要 概念 , 先 作 如 下 准备 . 
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引 理 4.3.1 “” 设 光滑 流 形 M 和 N 具有 相同 维 数 , 且 M 是 紧 致 的 . 若 ge N 
是 C% 映射 f ;MM 一 NN 的 正则 值 , 且 f-1(q) 夭 避 , 则 

(1) f-!(gq) 是 有 限 点 集 , 设 为 f-1(q) = {pi,:… ,pk}， 

(2) 存在 点 g 在 六 中 的 开 邻 域 V, 使 得 f-i(V) = Ui U; , 其 中 Ui 是 点 pi 
在 M 中 的 开 邻 域 , i = 1,… ,k, 它们 两 两 互 不 相交 , 并 且 jw :Ui 一 VV 是 C™% 微 
分 同 且 . 

证 阴 () 人 1.5.1, f-1(g) 是 M 的 零 维 正则 子 流 形 , 因而 是 由 一 些 孤 立 
点 组 成 . 但 f-1(g) 作为 紧 致 空间 M 的 闭 子 集 是 紧 致 的 , 故 广 !(9) 是 有 限 点 集 , 记 
为 {p1,* oy 

(2) 因为 Ranky,f = dimM = dimN, 根据 反 函 数 定理 , 存在 点 p; 在 M 中 
的 开 邻 域 Wi 和 和 点 g 在 N 中 的 开局 红 使 得 flw,，: W; 一 Vi 是 0” 微分 
同 胚 , i = 1,… ,k， 如 有 必要 , 适当 缩小 各 Wi, 使 得 这 些 Wi 两 两 不 相交 ， 易 见 

f(M— U Wi) 是 N 中 的 紧 致 子 集 且 不 含 点 g, 所 以 


V= AVv-f(M- U Wi 


是 点 g 在 入 中 的 开 邻 域 . 令 Ui = Wi 门 f-1V),i =1,…,k, 则 flo,:U 一 V 是 
Ce 微分 同 胚 , 并 且 -1(V) = Ui. 

定义 4.3.1 设 M 和 AN 为 有 向 维 流 形 , 且 M 是 紧 致 的 , N 是 连通 的 ,又 
设 有: M NN 为 光滑 映射 车 pe M 是 的 正则 点 , 则 (df), : TM TON 为 
有 问 向 量 空间 之 间 的 线性 同 构 . 若 该 同 构 保持 定向 , 定义 (dj)， 的 符号 为 +1, 记 为 
degsf = +1, 称 p 为 正 类 型 点 ; 车 (df), 反 转 定向 , 定义 (dj)， 的 符号 为 -1, 记 为 
deg,f = _1, 称 p 为 负 类 型 点 .deg,f 叫做 f 在 点 p 处 的 度数 

假设 ge N 是 f 的 正则 值 , 定义 


deg(f,q) = >》 degpf, 
pef- 1(q) 

称 为 f 关于 正则 值 g 的 Brouwer 度 . 据 引 理 4.3.1(1), 三 (9) 是 有 限 点 集 , 上 式 右 
边 是 有 限 和 , 因而 deg(f,g) 是 一 个 整数 . 假若 f-1(g) = G, 自然 规定 deg(f,g) = 0 

deg(f,g) 的 几何 意义 : 如 果 广 !(g) 包含 s 个 正 类 型 点 和 7 个 负 类 型 点 , 那么 
deg(f,q) = s 一 +( 点 数 的 代数 和 ). 由 引 理 4.3.1(2) 知 , deg(f,q) 反映 了 在 映射 f 的 
作用 下 覆盖 点 g 的 开 邻 域 V 的 次 数 的 代数 和 . 

引 理 4.3.2 ”映射 f 关于 正则 值 g 的 Brouwer 度 deg(f,gq) 是 定义 在 流 形 N 
的 稠密 开 子 集 N - f(Cy) 上 的 局 部 常 值 函 数 , 其 中 Cy 表示 f 的 全 体 临 界 点 的 集 


人 人 
三 浆 
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证 明 让 的 正则 点 集 M - Cr 显然 是 M 的 开 子 集 , Cy 是 紧 臻 空间 M 的 闭 子 
集 必 为 紧 致 子 集 , 所 以 f(Cy) 是 NN 中 的 紧 致 子 集 也 是 闭 子 集 , 从 而 f 的 全 体 正则 
值 的 集合 N - f(Cy) 是 入 的 开 子 集 . 另外 , 根据 推论 1.6.3, N - f(Cy) 在 NN 中 处 
处 稠密 . 于 是 N - f(Cy) 是 N 中 的 一 个 稠密 开 子 集 . 

由 引 理 4.3.1(2) 可 知 , 在 点 gq 的 开 邻 域 V 内 任 取 点 gq, 必 有 deg(f,q) = 
deg(f,q), 因此 deg(f,gq) 作为 正则 值 g 的 函数 是 局 部 常 值 的 . 

命题 4.3.1 Brouwer 度 deg(f,g) 不 依赖 于 正则 值 g 的 选取 . 

证 明 概 要 ”由 引 理 4.3.2 知 , 对 充分 接近 于 g 的 正则 值 , 结论 成 立 . 

设 go 和 gi 是 f 的 两 个 不 同 的 正则 值 . 在 流 形 N 中 用 一 条 自身 不 相交 上 且 每 点 
都 具有 非 零 切 向 量 的 光滑 道路 连接 点 go 和 gq1. 这 条 道路 本 身 是 一 个 1 维 带 边 流 形 
也 , 并 且 还 可 以 选取 工 使 得 映射 -了 在 整个 上 是 横 截 正则 的 且 在 端点 go, ql 是 正则 
的 . 工 的 完全 原 像 f-1(L) 是 M 中 一 个 光滑 1 维 带 边 流 形 , 边界 由 两 部 分 广 !(ao) 
和 f-1(qi) 组 成 , 见 图 4.5, 这 里 维 数 n= 2, 点 {pio} 是 go 的 原 像 , 点 {pii} 是 qi 
的 原 像 . 图 中 每 个 点 的 附近 标 有 符号 以 反映 它 是 正 类 型 还 是 负 类 型 . 另外 , L 上 不 
同 点 的 原 像 点 的 个 数 可 能 不 同 . 


图 4.5 


如 果 原 像 f-!(go)( 或 f-1(q1)) 的 两 个 点 是 广 !(Z) 的 一 条 连通 曲线 段 的 两 个 
端点 , 例如 图 4.5 中 的 点 pio 和 pao. 由 于 受 M 和 六 定向 的 制约 , 这 两 个 点 符号 相 
反 , 即 一 个 是 正 类 型 点 , 另 一 个 是 负 类 型 点 . 如 果 广 !(Z) 中 一 条 连通 曲线 段 连接 的 
是 f-!(go) 中 的 点 和 f-1(gqi) 中 的 点 , 如 图 4.5 中 的 点 pzo 和 pa1, 则 这 两 个 点 的 符 
号 相同 , 属于 同一 类 型 . 

定义 4.3.2 设 M 是 nn 维 紧 致 有 向 流 形 , N 是 维 连通 有 向 流 形 , f :M 一 N 
为 光滑 映射 . 由 命题 4.3.1 知 , 整数 deg(f,g) 不 依赖 于 正则 值 g 的 选取 , 我 们 把 这 
个 整数 叫做 f 的 Brouwer 度 , 记 作 deg(f). 
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映射 度 具 有 下 列 基本 性 质 . 

命题 4.3.2 设 M,N 和 PP 是 具有 相同 维 数 的 有 疝 流 形 , 并 且 M 和 N 紧 致 
N 和 P 连通 . 

(1) 若 f:M 一 NN 与 g:N 一 PP 为 光滑 映射 , 则 deg(go 了 ) = deg(g): deg(7)， 

(2) 者 id: M 一 M 为 恒 同 映射 , 则 deg(id) = 1， 

(3) 车 f : M 一 NN 是 微分 同 胚 , 则 deg(f) = 土 1. 

(4) (Brouwer 度 的 同 伦 不 变性 ) 若 f,g : M 一 N 为 C” 映射 , 且 f 同 伦 于 9， 
则 deg(f) = deg(9). 

证 明 留 作 练 习 . 

例 1 设 5S" 为 n 维 单位 球面 ,n > 1. 反射 7; : 5" 一 5" 定义 为 ri(zl 
Tn+1) = (Zi 一 Zi Tnt1); % 二 1,… ,Nn 十 1. 易 见 它 是 反 转 定 问 的 
微分 同 胚 , 故 deg(7;) = 一 1. 

对 径 映 射 r : S" 一 Sn" 定义 为 r(z) = -2z, 它 是 n 十 1 个 反射 的 复合 ， 即 


站 二 710729 .97mn 十 1 因此 
deg(r) = deg(ri)…deg(rn+l) = (~—1)"™. 


当 nn 为 偶数 时 , deg(r) = -1 故 5” 的 对 径 映 射 不 同 伦 于 恒 同 映射 . 
例 2 5S" 上 容许 有 非 零 的 光滑 切 向 量 场 当 且 仅 当 ”为 奇数 . 
证 明 一 者 9"” 上 有 一 个 处 处 非 零 的 光 请 切 癌 量 场 X, 则 由 


X(z) . 
F(z,0) = zcosn0 十 一 一 一 一 SinTO 
[jj 


定义 的 FF : S" x [0,1] 一 Sn" 是 连接 F(x,0) =z= idsn(7) 与 F(z,1) = -z= 7(z) 
的 同 伦 . 由 Brouwer 度 的 同 伦 不 变性 知 ， 


1= deg(ids") = deg(r) = (-1)™™, 


所 以 n 必 为 奇数 . 
生 设 n= 二 2m 一 1. 令 
X(T1,: ,LT2m) = (7Z2) 一 Z174) —T3, ,TV2m, —T2m—1)) 


因 < z, X(z) >= 0, 故 X(z) 为 点 ze 5S" 处 的 切 向 量 . 显然 X 是 5S" 上 光滑 的 单 
位 切 向 量 场 . 


4.3.2 ”映射 度 的 积分 表示 


引 理 4.3.3 设 w 是 R" 上 有 紧 致 支 集 的 光滑 n 次 外 微分 形式 且 Suppw Cc 
U, 其 中 U 是 了 "” 中 的 有 界 开 集 ， 不 妨 假定 UV 是 中 心 在 原点 的 开 立 方 体 Cn = 
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{(7Z1,:.. ,Zn) E R"||zi| <c,i 二 1,.… ,n}( 图 4.6). 者 L w 二 0, 则 存在 R* 上 有 紧 
致 支 集 的 n 一 1 次 外 微分 形式 r, 使 得 Suppr C Cn 并 且 w = dr. 

注 ”由 于 外 微分 形式 w 是 n 次 的 , 必 有 dw = 0. 由 Poincaré 引 理 知 , 存在 
R” 上 的 n 一 1 次 外 微分 形式 + 使 得 w = dr. 但 不 知道 是 否 有 Suppr C Cn? 此 
外 , 条 件 L w = 0 是 必要 的 , 理由 如 下 : 如 果 7 使 得 dr = w, 且 Suppr c Cw 则 


Suppr 门 6G, = @. 而 Suppw CC 故 L 一 人 w. 利用 斯 托 克 斯 定理 , 这 一 积 


分 等 于 
F=f "=° 


引 理 4.3.3 的 证 明 ”对 维 数 ”使 用 归纳 证 明 . 当 
n 二 1 时 , C1 = (一 c,c),R! 上 的 1- 形式 w 的 支 集 包 含 
在 (-cc) 内 , 设 为 w = f(z)dz, 其 中 f € C% (RY). f 
的 支 集 是 含 于 (一 c,c) 的 闭 集 , 设 Suppf Cc [oa, 世 , 这 里 


-_c<a<b<c 令 


oo) = {fat 


图 4.6 


2 b c 

当 s < a 时 , g(s) =0; 当 z>6N, gn) = / fat= f fet= / flOat=0 
由 此 可 见 g 对 所 有 xz € 了 丸 均 有 定义 且 Suppg C fa 外 C (~e,o). 义 g'(7x) = f(z)， 
此 ge C™(R!'), w= dg. 

假设 n = 一 1 时 结论 成 立 , 考虑 ”= 大 的 情形 . 将 R* 上 具有 紧 致 支 集 的 - 
形式 w 写 为 

w = f(z', zk)dr’ Adzk， 
这 里 z' = (zl ,Tk_1), dr’ = dri 人 :人 dzrk1i, f € C™(R*) 且 Suppf C Cx, 然 
后 定义 
g(Z ) =/ Flz zkp)dzk， pp=g(z)dz 


不 难看 出 ge Ce(Rx*-1)，Suppg C Ok-_1, 因而 p 是 R*~1 上 有 紧 致 支 集 的 k 一 1 次 
形式 , Suppp C Ck-_1. 又 p 满足 条 件 


| "= | sr) = / dz | jlz,zadze= | w=0. 
Ck—1 Ck—1 Ck—1 一 C Ck 
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根据 归纳 假设 , 存在 R*~!1 上 (k - 2)- 形式 7 具有 紧 致 支 集 , 使 得 p = dy 并 且 
Supp7 C Ck-1. 现 将 7 写 为 
天 一 1 
了 二 >》 (—1) -1hi(z)dzi 入 .Adzi 和 .和 Adzk_li 


2 二 1] 


于 是 


k 


g(x')dr’ =p= dy= 3 


1 
i 二 1 


Oh;,, ， 
Bz (z )) dz . 
选取 入 eC%(R1) 使 得 SuppA c (~c o) 并 且 / ADdt =1 令 


prs ze) = | [f(t) ~ g(a) Xlab 
读者 不 难 验 证 hx e C™”(R*) 具有 紧 致 支 集 Supphk C Ck, 又 
Ds (lz) = f(s 24) — 9(2 Xt), 
Lk 
因而 


Oh; 
Oz; 


k—1 
jz rk) = g(x )A(zk) 十 Be (wm) 一 > (z/) .入 (zk ) 十 5 人 (za 


0 
k 
记 hi(z', zp) = hi(z )A(zk), 1 = 1,.… ,k—1, 则 上 式 可 表 为 f(z', zk) = >》 (oo 
i=l1 
于 是 


k 
Oh; ， 
w = flz zk)dz 入 dzk = (> 区 cm dZ” A dzk. 


令 


k 
7 一 >》 (一 jai(zl， ,Tk)dT1 人 + Adzi 和 人 :Adzk， 
i=1 

显然 是 了 es 上 的 (k 一 1)- 形式, 其 紧 致 支 集 Suppr 包含 于 Ci, 并且 dr = w. 这 
样 便 完成 了 归纳 证 明 . 

命题 4.3.3 设 M 和 NN 是 n 维 有 向 流 形 , 且 M 紧 致 ,N 连通 . 又 设 (Lp) 
是 六 中 以 点 9 为 中 心 的 局 部 立方 坐标 卡 (此 时 p(U) 是 R" 中 以 原点 为 中 心 的 开 
立方 体 且 o(q) = 0), w 为 N 上 有 紧 致 支 集 的 ”次 微分 形式 且 Suppw C UL7. 者 


/2=0, 
N 
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则 对 任意 Ce 映射 了 : M 一 NN, 都 有 


上 广 w = 0. 


证 明 ”由 引 理 4.3.3 可 推 得 : 存在 VU 上 的 (n 一 1)- 形式 r 使 得 w = dr 并 且 紧 
致 文集 Suppr CU, 从 而 Supp(f*w) C f-1(U), Supp(f*7) C f-1(U), 并 且 


/ uv ho 在 hw f= hw V7- h df 7)= hs 1 7 


推论 4.3.1 设 M,N,(UePp) 和 如 命题 4.3.3 中 所 述 , 又 设 wy 和 ws 为 W 上 
有 紧 致 支 集 的 ”次 微分 形式 , 且 它 们 的 支 集 均 包 含 于 UV 中 . 如 果 


人 = 人 


定理 4.3.1 设 M,N 是 两 个 nn 维 的 有 向 流 
形 , 且 M 紧 致 ，V 连通 . 又 设 (U, vp) 是 N 中 的 局 
部 立方 坐标 卡 , w 为 N 上 有 紧 致 支 集 的 n 次 外 微 
分 形式 且 Suppw CU. 假定 f : M 一 NN 为 光滑 映 


射 , 那么 
[et 间 


证 明 ”由 引 理 4.3.2 知 , f 的 正则 值 集 是 NN 的 
稠密 开 子 集 , 因此 在 UV 中 任 取 f 的 一 个 正则 值 9. 
据 引 理 4.3.1, 车 广 :(q) 关 g, 则 广 :(9q) 是 有 限 反 | 
集 , 设 


那么 


六 (9) 一 {pi1, “*? , Pk}, 
并 且 存 在 点 g 在 N 中 的 连通 开 邻 域 VC U 和 点 
pi 在 M 中 的 开 邻 域 U;,i = 1,… ,上 k, 使 得 当 i 取 7 Spa 
时 , Ui 门 U; = 8 flu, : U; 一 V 是 C™% 微分 同 胚 图 4.7 
k 

并 且 /7*(V) = U 殉 ( 见 图 47) 

选取 N 上 的 一 个 n 次 外 微分 形式 w', 要 求 w' 的 紧 致 支 集 Suppw' 包含 在 V 
中 , 并 且 满 足 条 件 
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显然 Suppf*w' Cc f-1(V). 由 推论 4.3.1， 


| f*w = 人 fu = > | IUD 上 


由 于 jw 是 从 M 的 开 子 集 U; 到 N 的 连通 开 子 集 V 上 的 微分 同 胚 , 所 以 jw 保 
持 或 反 转 由 M,N 的 定向 所 诱导 的 U,V 的 定向 , 而 这 取决 于 微分 (df),,, 从 而 只 
依赖 于 点 Di. 记 
dee f= | 1， ”车 (df)p. 保 持 定向 ， 
一 ]， 者 (df)y, 反 转 定 问 ， 
则 有 
(lo) = (degpf) | w= (deg,,f) 人 以 = (deg， 用 人 wu 


1 一 1 ,k, 从 而 (1) 式 可 写 为 


人 f*w = Don) 人 。 一 deg(f) 人 


如 果 f-1(q) = 9, 则 存在 点 g 在 N 中 的 开 邻 域 V 使 得 f-1(V) = G. 对 于 支 
集 在 V 内 并 且 使 得 人 wz 的 w， 有 / ro= | 0 = 0, 由 此 得 deg(f) = 0. 

利用 单位 分 解 的 技巧 , 还 可 以 把 定 还 4.3.1 拓宽 为 下 列 定理 

定理 4.3.?” 设 M 是 nn 维 紧 致 有 向 流 形 , N 是 nn 维 连通 有 向 流 形 , w 是 N 上 
有 紧 致 支 集 的 n 次 外 微分 形式 . 那么 对 于 任意 Cx 映射 1: M ，N, 有 


上 f*w = deg( 人 人 
证 明 留 作 练习 . 


引入 映射 度 的 一 个 基本 目标 是 研究 具有 相同 维 数 的 有 向 流 形 M 与 N 之 间 
的 映射 同 伦 类 , 特别 是 当 N 为 球面 的 情形 ， 著名 的 Hopf 定理 指出 : n 维 紧 致 、 
连通 的 有 向 流 形 到 n 维 球面 5S" 的 两 个 光滑 映射 是 同 伦 的 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 
Brouwer 度 . 在 文献 [3] 中 还 证 明了 一 个 列 涵 Hopf 定理 的 更 一 般 结果 , 该 结果 应 用 
Pontryagin 给 出 的 标 架 式 协 边 理 论 的 语言 来 描述 . 在 文献 [18] 及 [19] 中 各 辟 一 章 
介绍 映射 度 理论 , 包含 许多 很 有 意思 的 有 趣 应 用 , 感 兴趣 的 读者 请 参阅 . 


4.4 ”斯 托 克 斯 定理 的 应 用 举例 
本 节 材 料 取 自 文献 [18]. 
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命题 4.4.1 设 M 是 m 维 紧 致 有 向 流 形 , 则 对 所 有 m 一 1 次 外 微分 形式 w， 


均 有 
| dw = 0. 


事实 上 , 若 将 M 看 作 带 边区 域 , 则 其 边界 为 空 集 . 

推论 4.4.1 设 M 是 mm 维 可 定向 紧 致 流 形 , 则 第 m 个 de Rham 上 同调 群 
HmT(M, 民 ) 的 维 数 大 于 或 等 于 1. 

这 是 因为 车 w 是 M 的 一 个 体积 形式 , 则 上 dw > 0, 因此 不 存在 任何 m 一 1 
次 微分 形式 r 使 得 w = dr. 

推论 4.4.2 ”球面 S"+s( 整 数 7,s 不 小 于 1) 不 微分 同 胚 于 X xY, 其 中 X 和 
Y 是 维 数 分 别 为 > 和 s 的 有 回流 形 . 

证 明 ” 反 设 5"+s 微分 同 胚 于 X xY. 因 球面 Sr+s(r > 1,s > 1) 的 第 +r 个 de 
Rham 上 同调 群 Hi(S"+s, 恨 ) = {0}( 见 5.2 节 例 1), 故 7?(X x Y, 民 ) = {0}. 这 样 一 
来 将 引出 矛盾 . 

现 设 p:X xy 一 X (zy mm zz 为 投影 , w 是 有 问 流 形 X 的 一 个 体积 形式 . 
依 假定 X 和 了 为 有 向 流 形 , 故 X xY 亦 可 定向 (见习 题 4 第 1 题 ). 对 于 固定 的 
y EY, pjxx{y} :xx{ 引 一 和 是 一 个 保持 定向 的 微分 同 胚 (X x Y 被 适当 定向 )， 


因此 
of ”= |/ Dw . 
Xx Xx{y} Xx{y} 


而 w 是” 维 有 向 流 形 X 的 7 次 微分 形式 , 故 dw = 0, 于 是 

d(p*w) = p*(dw)=0. 
Hi(X x Y,R)= {0}, 因此 存在 XxY 上 的 7 一 1 次 微分 形式 r, 使 得 p*w = dr7. 
注意 到 Sr+s 是 紧 致 的 , X xY 必 紧 致 , 从 而 X 及 XX x {y} 也 是 紧 致 的 . 据 命 题 
4.4.1, 


(1) 


/ pwlxx{y} -| d (T|xx{y}) =0. (2) 
Xx{y} Xx{y} 


(1) 式 与 (2) 式 矛 盾 说 明 5S"+s 与 X xy 不 可 能 微分 同 胚 , 这 样 便 证 明了 球面 和 两 
个 流 形 的 乘积 的 不 可 微 同 胚 性 . 

命题 4.4.2( 非 收缩 引 理 ) ” 设 忆 是 了 "中 的 一 个 非 空 紧 致 带 边区 域 , Y 是 D 
的 开 邻 域 , 即 V 是 Rn" 中 的 开 集 且 V 2 D. 假定 f :V 一 9D 是 光滑 映射 , 那么 
f|,, *iden(oD 上 的 恒 同 映射 ). 

证 阴 记 了 "中 点 的 坐标 为 TZ1)……… ,Tn. 令 1:0D 一 Rn" 为 包含 映射 ， 万 
为 f 的 分 量 , 即 f = ( 户 ……, 户 ). 引入 积分 


| randzsA…Adz 和 上 i (fidfo 人 :人 dfn). 
oD oD 
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假若 jsp = idep, 那么 Jp = zjlap， 7 = 1,…,n, 从 而 上 面 两 个 积分 值 相 等 . 
应 用 斯 托 克 斯 定理 便 得 到 


dvi rdva A Aden = | dfr Adfa A A af (3) 
D D 


等 式 (3) 的 左边 表示 D 的 体积 , 因而 | dzi Adz 入.… 和 dz > 0. 但 依据 假设 / 
D 
的 值 落 在 9D 内 , 因此 对 于 peV, 有 


dfi(p) = f°* (dz;)(p) € Tr(p)(90D), 1 = 1,.… ,nn, 


其 中 7T#,(8D) 是 n 一 1 维 切 空 间 Ty(p)(0D) 的 对 偶 空间 ，n 个 1 次 微分 形式 
d 有 i,… ,dfn 在 点 p Ee 的 值 落 在 同一 个 一 1 维 向 量 空间 里 必定 线性 相关 . 而 
p EV 是 任 取 的 , 故 dfi1 和 dfo 人:… 入 dfn = 0, 从 而 


上 aiAapA Naf =0, 
D 


即 (3) 式 右 边 的 值 为 0, 这 便 产生 了 矛盾 , 因此 flep # idep. 

本 命题 的 直观 解释 是 一 片 富有 弹性 的 平面 薄膜 不 可 能 收缩 到 它 的 边界 上 而 不 
据 破 任何 部 分 . 学 过 代数 拓扑 学 的 读者 知道 , 由 这 非 收缩 引 理 立即 可 推出 著名 的 n 
维 Brouwer 不 动 点 定理 . 此 外 , 命题 的 条 件 还 可 以 削弱 , 例如 f 属于 Ci 类 映射 人 
可 . 

在 介绍 平面 向 量 场 的 不 动 点 定理 之 前 , 先 陈 述 下 面 的 事实 以 作 准备 . 设 LcCM 
是 M 的 一 个 1 维 子 流 形 , w 是 M 上 的 一 个 ” 次 微分 形式 , 那么 当 7+ > ! 时 就 
有 wlr = 0. 这 是 因为 : 若 V,W 是 两 个 实 向 量 空间 , h : V 一 W 为 线性 映射 , 又 
上 e UAT(W*), 则 当 > dimV 时 , pre = 0. 

命题 4.4.3” 记 DD=B(0,1) 为 R? 中 以 原点 
为 心 的 单位 圆 盘 , S1 = 9D, U 为 包含 D 的 开 集 . 设 
X e Coe(UR2) 是 一 个 平面 向 量 场 , 满足 下 列 条 件 : 
对 所 有 xz e 5S1, X(z) = Xz, 其 中 实数 入 < 0, 那么 
存在 点 ye 使 得 XU) = 0( 见 图 4.8). 

证 明 ” 反 设 对 每 一 x e D, X(z) 关 0. 将 它 单 
位 化 , 令 了 :TU 一 591 定义 为 

X(7) 
Y (7) = xah 


显然 了 e Cee(D R?). 
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设 o 是 8S1 上 的 体积 形式 , 则 Y*o 是 UV 上 的 1 次 微分 形式 . 应 用 斯 托 克 斯 定 
理 , 得 


[ » (Y*o)lap = 人 d (Y*o|sp) = 人 Y* (do|sp). 


do 是 2 次 微分 形式 , 而 9D = 51 是 R? 中 的 1 维 子 流 形 , 故 do|sp = 0, 从 而 上 
述 积分 值 为 0。 另 一 方面 ,Y 在 S1 = 0D 上 的 限制 Ylse : 5S1 一 51 是 对 径 映 射 
Tz 忆 一 zx, 它 是 一 个 保持 51 定向 的 微分 同 胚 , 因此 


上 人 Y da 一 上 人 o>0. 

这 便 导 致 了 矛盾 , 命题 得 证 . 

命题 中 条 件 : 对 每 一 ze S51, 存在 入 < 0 使 得 X(z) = Mz 表示 在 S1 上 的 所 有 
点 , 向 量 场 X 沿 法 向 量 进入 D 内 . 如 果 考 虑 场 X 的 积分 曲线 , 本 命题 说 明 这 些 积 
分 曲线 收敛 到 D 的 一 个 点 . 说 得 严谨 些 , 沿 着 X 的 这 些 积分 曲线 , 定义 一 个 从 DD 
到 其 自身 的 严格 收缩 , 必然 停留 在 某 个 部 分 . 

命题 4.4.4 ” 设 D=B(0,1) CR2 51 = 6D, UV 为 也 的 开 邻 域 , 巴 是 从 也 
去 掉 gq 个 开 圆 盘 Di(1 < i < gq) 后 得 到 的 带 边 区 域 , 这 些 开 圆 盘 两 两 不 交 ， 假 定 
X e Ceco(UR2) 为 平面 向 量 场 , 并 且 X 在 6 已 上 是 沿 法 向 量 进入 互 的 , 那么 当 
gq > 1 时 , 存在 y e EE 使 得 X(y) = 0. 

注 X 在 9E 上 沿 法 向 量 进入 E, 指 的 是 对 每 一 ze 51, 存在 Xz) < 0 使 得 
X(z) = 入 (x) :x; 而 对 于 每 个 9Di(i = 1,… ,gq), 在 9Di 上 任 取 点 x, 则 有 X(z) > 0 
使 得 X(z) = 和 (zx) : (z 一 zi), 这 里 xz; 是 Di 的 圆心 . 见 图 4.9(a). 


. 168 . 第 4 章 流 形 上 的 积分 


证 明 如 命题 4.4.3 那样 进行 .假设 命题 结 论 不 真 , 令 Y : 忌 一 5! 为 Y(z) = 
3 dB = StU (L 0 Di 是 R2 中 1 维 不 连通 子 流 形 , 有 9 + 1 个 连通 分 
支 . 令 o 是 51 上 的 体积 形式 , 则 Y*o 是 U 上 的 1 次 形式 . 应 用 斯 托 克 斯 定理 , 得 


人/ Orojlop= 人 d (Y*olgg) = 上 Y* (dolsg) = 0， 
这 是 因为 dolap = 0. 义 


q 
(Y*o) = | Yo 十 | Ya 
hs op Si 2 3D; 


而 了。 : 91 一 51 是 保持 定 癌 的 微分 同 胚 ， Y| : 9D; 一 51 是 反 转 定向 的 微分 
同 有 ,因此 / Yo- / 0 > 0， Y*o 一 一 0, 于 是 


1 oD: 


0 = (1 gq) 上 人 O, 
当 gq 关 1 时 便 产 生 了 矛盾 . 
注 (1) 对 于 gq = 1, 结果 不 真 . 图 4.9(b) 给 出 构造 反例 的 示意 图 . 
(2) 在 命题 4.4.3 和 4.4.4 中 对 于 向 量 场 X 的 要 求 可 以 削弱 , 例如 降低 为 属于 
Cl 类 . 


习 题 4 


1. 证 明 两 个 光滑 流 形 M 和 的 乘积 M x N 是 可 定向 的 , 当 且 仅 当 M 和 N 是 可 定向 
的 , 

2. 设 1:R" 一 及 是 C2% 淹没 , 证 明 流 形 六 (0) 是 可 定向 的 . 

3. 将 平面 及 ”上 以 原点 为 心 的 单位 圆 盘 记 为 巨 (0,1), 把 它 的 边界 S- 上 的 对 径 点 粘 合 起 
来 便 得 到 射影 平面 RP?. 证 明 RP? 是 不 可 定向 的 . 

4. 试 证 拨 二 一 idrn+1i|sn 保持 n 维 球面 9"” 定向 当 且 仅 当 n 为 奇数 . 

5. 在 R” 一 {0} 中 , 令 

_ Zidz2 NM dzx3 一 Zazdzl 人 dzs 十 Zsdzli 人 dz2 
(ZI + £3 + 23)3/? 


证 明 w 是 闭 形式 . 并 计算 人 w, 其 中 82 表 2 维 单位 球面 , 然后 证 明 w 不 是 恰当 形式 . 
6. 设 刀 =[01x[I0H， :一 了 定义 为 f(u,v) = (ut 妈 十 只 二 1 又 w = 
ydy 人 dz 十 Zzdz 人 dz 是 R3 上 的 2 次 微分 形式 , 求 积分 / Fo 
D 


7. 记 M- 为 和 M 定向 相反 的 有 向 流 形 , 证 明 | =- / w. 
M7- M 
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8. 设 M 和 NN 为 n 维 有 向 流 形 , f : M 一 NN 为 微分 同 胚 , 假定 w 是 W 上 有 紧 致 文集 的 
n 次 微分 形式 , 证 明 
| 广 w = + | w. 
M N 


其 中 正 负 号 由 微分 同 胚 是 保持 定向 还 是 反 转 定向 而 定 . 
9. 设 DD 为 R? 中 的 一 个 紧 致 带 边区 域 , f : R? 一 及 为 C™” 函数 满足 flap = 0. 证 明 公式 


Of 62f _ af\” /pf 
/7+ ) /|(¥) + (对 ) aera 


进而 推出 : 车 在 D 上 有 + =0 则 flp =0. 
10. 设 M 是 Rn 中 一 个 (k++1) 维 可 定向 的 紧 致 子 流 形 , w 和 分 别 是 定义 在 Rn 中 
包含 M 在 内 的 一 个 开 子 集 上 的 次 和 1 次 外 微分 形式 . 证 明 : 存在 某 个 实数 a 使 得 


ferar=af avnr 
并 确定 a 的 值 . 


11. 完成 证 明 在 黎 曼 流 形 上 存在 局 部 规范 正 交 标 架 场 的 细节 . 
12. 设 w 是 mm 维 有 向 黎 曼 流 形 M 的 体积 形式 . 令 Xi ,Xm 和 了 六,…. ,Ym 是 M 上 
的 向 量 场 , 证 明 
w Xi, ,Xm):w(Y1,:.. ,Ym) = det((Xi, Y;)). 


13. 设 G 为 紧 致 李 群 , 并且 对 于 ce G, 令 a(o) = o-!. 证 明 : 对 于 G 上 的 每 一 个 连续 


函数 f, 有 
/= 人 oa 


14. 设 1 :S51 一 91 定义 为 f(e”) = e*, 为 整数 , 求 deg(f). 

15. 证 明 命题 4.3.2. 

16. 证 明定 理 4.3.2. 

17. 设 M 为 m 维 紧 致 有 向 流 形 , f,g : M 一 Sm 为 Ce 映射 . 证 明 : 如 果 


上 |f(p) -9(o)|< 2, 对 每 一 p € AM， 


那么 f 同 伦 于 9. 
18. 设 f :Sm 一 Sm 为 Cee 映射 , 且 deg(f) 关 (1)"t+!, 证 明 f 至 少 有 一 个 不 动 点 . 
19. 设 让 :Sm 一 Sm 为 Coe 映射 , 且 deg(f) 为 奇数 , 证 明 f 必 将 某 一 对 对 径 点 变 为 一 
对 对 径 点 , 即 存在 zo e S™ 使 得 f( 一 xz0) = 一 f(zxo). 
20. 记 互 (0,1) 为 R” 中 以 原点 为 心 的 单位 球体 , U 是 B(0,1) 在 及 "中 的 一 个 开 邻 域 . 假 
设 Ce 映射 g : U 一 RR" 使 得 g(B(0,1)) C 5B(0,1), 证 明 9 在 B(0,1) 内 至 少 有 一 个 不 动 点 . 
提示 ; 利用 命题 4.4.2 证 明 上 述 Brouwer 不 动 点 定理 . 
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本 章 的 目标 是 证 明 两 个 深刻 结果 : de Rham 同 构 定理 和 Hodge 定理 . 前 者 的 
一 个 简洁 证 明 要 用 到 层 (sheaf) 论 知识 , 利用 层 的 上 同调 理论 可 导出 de Rham 定 
理 的 最 一 般 形式 . 然而 本 书 援 用 文献 [2], 在 5.2 节 给 出 了 它 的 初等 详细 证 明 , 即 在 
流 形 可 光滑 单纯 部分 的 前 提 下 , 证 明了 流 形 的 de Rham 上 同调 群 同 构 于 它 的 单纯 
上 同调 群 . 5.1 节 介 绍 必 要 的 单纯 同调 知识 是 为 那些 不 了 解 这 方面 内 容 的 读者 准备 
的 . 5.3 节 考 虑 可 定向 的 紧 致 黎 曼 流 形 M, 首先 引入 作用 在 M 的 微分 形式 上 的 算 
子 A, 它 是 大 家 所 熟悉 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 推广 . 满足 方程 Aw = 0 的 微分 形式 叫做 
调和 形式 . Hodge 定理 告诉 我 们 , M 上 的 de Rham 上 同调 群 的 每 一 个 上 同调 类 包 
含 唯 一 的 调和 形式 . 作为 它 的 一 个 应 用 , 可 导出 M 的 de Rham 上 同调 的 Poincare 
对 偶 . 由 Hodge 分 解 定理 还 可 推出 方程 Aw = a 在 M 上 有 p- 形式 解 当 上 且 仅 当 pp 
形式 a 正 交 于 M 上 的 调和 p- 形式 所 成 的 空间 . 本 章 讨论 的 内 容 涉及 到 流 形 的 拓 
扑 、 几 何 与 分 析 , 从 一 个 方面 反映 出 数学 各 分 支 间 的 相互 联系 与 相互 渗透 ， 体现 出 
数学 的 统一 性 . 


5.1 单纯 同调 


5.1.1 单纯 复 形 


令 W 是 实 向 量 空 间 V 的 一 个 子 空间 . 所 谓 V 的 仿 射 子 空间 4 是 V 的 一 个 
子 集 , 其 形状 如 下 : 


A=zo+W= {zo+wlzo € Vw eW}, 


即 4 是 由 子 空间 W 经 平移 : W 一 V, wm zo 十 w 而 得 到 . 4 的 维 数 定义 为 W 的 
维 数 . 

定义 5.1.1 设 {zo, T1,... ,Tk} 是 仿 射 子 空间 4 中 的 点 组 . 若 向 量 组 {zl 一 
T0,T2 一 炎 0) ZK 一 Z0} 线性 无 关 ， 我 们 说 点 组 {zo, z1, “ , Tk} 处 于 一 般 位 置 或 说 
仿 射 无 关 . 

注意 ， 这 个 定义 不 依赖 于 点 zo 的 选取 . A4 中 的 点 z 可 以 表示 为 “ 仿 射 基 ” 
{zo,X1,… ,Zk} 的 仿 射 组 合 . 事实 上 , 设 {wi,… ,wxk} 是 W 的 一 个 基 , 则 


k k k 
Z 一 0 十 >》 Xitui 一 Z0 十 Nils 一 Z0) 一 >》 Xizii 
i=0 


?一 1 i 二 ] 
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其 中 -1 因而 六 X =1. 


?一 0 


例如 , 当 zl 尖 zo 时 , {zo, zi} 是 仿 射 无 关 的 , 这 时 过 点 zo,zl 的 ( 仿 射 ) 直线 是 
| 一 {Xozo 十 (1 一 和 0o)Z1|Xo € R}. 


如 果 考 虑 线段 而 zi, 可 以 限制 No 在 0 与 1 之 间 , 即 0< NAo < 1. 更 一 般 地 , 我 们 有 
定义 5.1.2” 设 V 为 实 向 量 空间 , 点 组 {zo0,z1,… ,zk 在 V 中 处 于 一 般 位 
置 , 则 子 集 
k 
{> 


2 一 0 


k 
>》 N=1,0gN<1,i=0,1,..: 
?一 0 

叫做 一 个 k 维 ( 闭 ) 单 形 ， 简称 为 k- 单 形 ， 记 作 [x0, Z1， 0 , Tk]. 凡 zi(? 一 0, 1， , 大) 
叫做 该 单 形 的 顶点. 而 子 集 


ba 


?一 0 


k 
>》 N=1,0<N<1,i=0,1,..: 
?一 0 
叫做 一 个 维 开 单 形 , 记 作 (xo, z1,… ,zx). 我 们 还 把 开 单 形 记 作 (s), 相应 的 闭 单 
形 记 作 [sl. 

设 z € [zo,zl…… ,zk]. 依据 仿 射 无 关 性 , 点 z 的 表达 式 


k k 
T= 》 Nz, O<A 和 i<1, >》 X=1 
2 二 0 2 一 0 
是 唯一 的 , (Ao, 和,… ,和 Xe) 称 为 点 zx 的 重心 坐标 . 
例 1 在 了 "中 , 0- 单 形 就 是 一 个 点 , 1- 单 形 [zo,zi] 是 连接 点 zo, zl 的 闭 线段 
T0771, 2- 单 形 [zo, Zz1,7z2] 是 以 zo,zl,za 为 顶点 的 三 角形 , 这 个 三 角形 的 重心 是 以 


(§ 3 3) 为 重心 坐标 的 反 > 单 形 [zo, zl T2, 73] 是 以 TX0, TL1, 22, 13 为 顶点 的 四 面 


体 , 这 个 四 面体 的 重心 是 以 111 


和 
为 重心 坐标 的 点 ， 即 独 [s| = [zo0, Z1， , Tk]， 


) 为 重心 坐标 的 点 . 一 般 地 , 单 形 [a] 的 
重心 去 是 [s] 中 以 (二 


k 


1 
则 = 一 》 zi 
则 去 Es Ti. 


[zo, 7z1,… ,zk] 的 闭 面 是 闭 单 形 [zj,,z;,,… ,Xj]， 它 的 开 面 是 开 单 形 (zj;， 
了 7 ) Tj ), 其 中 {jo, 71,……- ,J1} 是 {0, 1,.. ,kk} 的 一 个 非 空 子 集 . 


hk 十 1” "十 1 
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显然 , 一 个 开 单 形 (s) 是 闭 单 形 [s] 中 的 一 个 开 集 , 它 的 闭 包 就 是 [s]. 而 闭 单 
形 [s] 是 其 所 有 开 面 之 并 . 一 个 顶点 既是 一 个 零 维 闭 面 , 又 可 视 为 一 个 零 维 开 面 . 

定义 5.1.3 ”一 个 ( 欧 氏 的 ) 单纯 复 形 KK 是 以 某 个 R" 中 的 单 形 为 成 员 的 有 限 
集合 , 满足 : 

(Ki) 者 [s] eE K, 则 [s] 的 所 有 面 都 属于 K， 

(Ka2) 若 [sj, 由 E 天 , 则 [sm 向 是 [sl 和 由 的 公共 面 ( 空 集 看 作 任 一 单 形 的 负 
1 维 面 ), 此 时 称 向 与 自 规则 地 相处 . 

K 的 维 数 dimK 定义 为 K 中 单 形 的 最 大 维 数 . 

由 该 定义 知 , 单纯 复 形 天 是 一 个 “组 合 的 ”对象 , 它 由 有 限 个 单 形 按 “规则 的 ” 
方式 拼 成 . K 的 全 体 单 形 的 点 构成 R" 的 一 个 子 集 x [s], 记 为 [K], 赋 以 Rn" 的 


子 空间 拓扑 , 称 之 为 多 面体 . 而 把 复 形 KK 叫做 多 面体 四 的 一 个 单纯 剖 分 或 三 角 
剖 分 . 易 见 [K] 作为 拓扑 空间 是 紧 致 的 . 

定义 5.1.4 设 天 ) 工 是 两 个 单纯 复 形 . 着 [sl E 工 绚 涵 [sl E K, 则 工 叫做 K 
的 一 个 子 复 形 . 

K 的 >- 骨架 K"( 整 数 7 < dim 天 ) 定义 为 


= {[sl € K|dim|[s| < 7}, 


易 见 K" 是 K 的 一 个 子 复 形 . 特别 , K 的 0- 骨架 K? 是 K 的 全 体 顶 点 集 . 

例 2 设 [sj€K. 由 [s] 以 及 它 的 所 有 真 闭 面 组 成 的 集合 是 一 单纯 复 形 , 记 为 
Cl[s], 叫做 [s] 的 闭 包 复 形 . 而 由 [s] 的 所 有 真 闭 面 组 成 之 集 也 是 一 个 单纯 复 形 , 记 
为 Bd[s], 叫做 [s] 的 边缘 复 形 . 显然 , C1[s], Bd[s] 都 是 KK 的 子 复 形 , 并 且 Bd[s] 还 
是 Cl[s] 的 子 复 形 . 

定义 5.1.5 ”单纯 复 形 K 如 果 不 能 分 解 为 两 个 非 空 的 不 相交 子 复 形 的 并 , 就 
说 天 是 连通 复 形 , 否则 称 K 是 不 连通 的 . K 的 一 个 子 复 形 L 如 果 是 极 大 的 连通 
子 复 形 , 即 工 连通 并 且 又 不 是 K 的 另 一 个 连通 子 复 形 的 真子 复 形 , 那么 工 叫做 K 
的 一 个 连通 分 支 . 

显然 , 每 个 单纯 复 形 总 可 分 解 为 有 限 个 连通 分 文 的 并 集 . 

定义 5.1.6 ” 设 v 是 单纯 复 形 K 的 一 个 顶点 , v 的 ( 开 ) 星 形 St(v) 指 的 是 下 
列 开 单 形 组 成 的 点 集 , 这 些 开 单 形 均 以 v 为 其 一 个 顶点 , 即 


vE[s], 
[sjEK 


命题 5.1.1 设 KK 是 一 个 单纯 复 形 , v 是 天 的 一 个 顶点 , 则 St(v) 是 [五 ] 
中 包含 v 的 一 个 开 集 , 并 且 v 是 KK 的 唯一 一 个 位 于 St(v) 中 的 顶点 ， 此 外 , 集 
{St(v)lv Ee K0} 是 [K] 的 一 个 开 柳 凑 . 
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证 明 St(v) 在 [K] 中 的 补 集 
(St(v)) = (J al 


vg[s], 
[sjleErK 


显然 是 闭 集 , 因此 St(v) 在 [K] 中 是 点 v 的 开 邻 域 . 
其 次 , v 是 St(v) 中 唯一 的 顶点 , 因 包 含 一 个 顶点 的 唯一 开 单 形 就 是 只 由 这 个 
顶点 组 成 的 0 - 单 形 . 
U St(v) = [K], 理由 是 : 任 取 点 ze [K], 因 K 是 [K] 的 三 角 剖 分 , 必 存 在 


E 
某 个 开 单 形 (s), 使 得 z e (s). 而 对 于 (s) 的 任何 一 个 项 斥 wz € St(v). 

定义 5.1.7 设 KK 是 单纯 复 形 ， {v1,… ,vm} 为 KK 的 顶点 集 ， 对 于 7 e 
{1 ,m}, 定义 b; : [K] 一 RR 如 下 : 若 点 z € St(v;), 则 xz € (s), [s] 是 某 个 
以 v; 为 顶点 的 单 形 , 这 时 令 bj(z) 等 于 z 在 [s| 中 关于 顶点 v; 的 重心 坐标 ; 者 
ZE [K] — St(v;), 则 令 b; (zx) = 0. 

不 难 验 证 b; : [K] 一 RR 是 一 个 连续 函数 , 称 为 [IK] 中 点 的 第 ; 个 重心 坐标 函 


数 , 并 且 对 每 个 ze [K], 有 z = 》 bj;(z)vj, 其 中 bj(z) >0 且 >》 5(z) =1. 此 外 ， 
j=1 j=1 

知 对 茶 个 TEe [K], bj, (7) 0, bj;, (7) 天 0 … , bj (7) 天 0， 则 Vjoy 071 ,VY 是 Ek 的 
一 个 /- 单 形 的 顶点 . 

作为 定义 5.1.6 的 推广 , 我 们 有 下 列 

定义 5.1.8 ” 设 K 是 一 个 单纯 复 形 , (s) 是 K 中 的 一 个 开 单 形 . (s) 的 开 星 形 
St(s) 是 由 K 中 一 些 开 单 形 组 成 的 点 集 , 这 些 开 单 形 均 以 (s) 作为 它 的 一 个 面 . 

下 列 事实 不 难得 到 : 如 果 (s) = (vj,,… ,vj) 且 ze [K], 则 xz € St(s) 当 且 仅 
当 bj (zx) 关 0 对 所 有 ie {0…… ,路 . 又 


! 
St(s) = 人 | St(v;,), 
i=0 


因此 St(s) 是 [K] 中 的 一 个 开 集 . 此 外 ， 
[K] — St(s) = {xz € [K]lb;, (zx) = 0 对 某 一 i € {0 ,1 


5.1.2 ”单纯 链 群 与 边缘 同 态 


从 直观 上 看 ， 一 个 2- 单 形 |zo, zl Za] 的 边缘 是 它 的 校 [zo, Z1]， [z1, Zo] 和 |zo, T2| 
的 一 个 适当 的 线性 组 合 . 说 得 准确 些 , 需 考虑 单 形 的 定向 , 并 引入 链 的 概念 . 

定义 5.1.9 设 [s] 是 一 个 以 zx0,z1,… ,zk 为 顶点 的 &- 单 形 ，[s] 的 顶点 
的 两 个 序 (Zio ,Zi …， , Dik ) 和 (Tjo, Ti , Tj ) 称 为 等 价 的 ， 如 果 (7o,71 Ji) 
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是 (io,i…… ,ix) 的 一 个 偶 置换 . 显然 这 是 一 个 等 价 关 系 , 并 且 当 k > 1 时 , 它 将 
Zz0, 7X1,"… ,Zk 的 所 有 序 分 成 两 个 等 价 类 . 一 个 有 向 单 形 是 一 个 单 形 连 同 这 两 个 等 
价 类 之 一 的 选取 . 由 顶点 序 (zo0, z1,… ,zk) 确定 的 有 向 单 形 记 作 (zo, z1,… ,zk). 

当 & = 0 时 , [s] = [zo] 的 顶点 只 有 一 种 排列 . 约定 : 一 个 有 向 0- 单 形 是 一 个 
0- 单 形 连 同形 式 的 符号 “+”,“--” 之 一 的 一 个 选取 , 因此 一 个 0- 单 形 对 应 着 两 个 
有 向 0- 单 形 , 分 别 记 为 +(zo) 和 一 (zo). 

有 时 用 (s) 表示 [s] 带 有 某 个 确定 的 定向 , 而 当 [s] 取 相 反 定 向 时 , 则 记 为 一 (s). 
由 于 每 个 k- 单 形 [s] 位 于 某 个 R”* 中 的 一 个 维 平面 上 , 因此 用 (zo0,z1,… ,zx) 将 
[s] 定向 和 用 有 序 基 {zx1 一 zo, za 一 Xo0,… ,Zk 一 zo} 来 将 包含 [s] 的 大 维 平面 定向 是 
一 致 的 .& = 1,2 的 情形 见 图 5.1. 


下 
0 《mm， 71) Do 《2 710) we 


人 八 ~、 
wo (mp T1, T) nl Zo (m1, mo, To) nl 


图 5.1 


定义 5.1.10 设 K 是 n 维 单纯 复 形 , 用 2 表示 整数 群 . 对 每 一 g:0<g<n,， 
把 由 K 的 所 有 g 维 有 向 单 形 生成 的 自由 Abel 群 模 由 所 有 形 如 (s) + (一 (s)) 的 元 
素 生 成 的 子 群 所 得 到 的 商 群 记 为 C,(K,Z)( 其 中 (s) 为 K 的 有 向 q- 单 形 ). 它 是 一 
个 Abel 群 , 称 为 K 的 整 系数 gq- 链 群 . 这 个 群 的 元 素 具有 下 列 形式 


Qa 
>》 Ns (8i) ) 
2 一 1 


其 中 mw € Z, (si) 为 K 的 有 向 gq- 单 形 , as 表 K 的 gq- 单 形 的 个 数 . 
对 于 任意 的 Abel 群 9, K 的 系数 在 9 中 的 q- 链 群 Cu(K,9) 定义 为 由 下 列 形 
式 线性 组 合 


Ca 
>》 gi(si), 9i 和 G 
i 二 1 


所 成 之 集 , 满足 关系 -9gi(si) = gi( 一 (si)). 特别 , 对 于 任意 的 域 下 , 定义 的 Cy(K, 了 ) 
是 大 上 的 一 个 向 量 空间 , 其 维 数 等 于 av 即 天 的 gq- 单 形 的 个 数 . 本 章 感 兴趣 的 9 
将 是 乙 或 RR. 

下 面 讨论 求 g- 链 的 边缘 运算 . 例如 2 维 有 向 单 形 (zo, zi,zz》 的 边缘 是 它 的 
“ 顺 向 面 ” 之 和 (如 图 5.2 所 示 ), 它 是 一 个 1- 链 , 用 式 子 表示 ， 


O(To0, T1, T2) = (71, T2) + (TX2, TO) + (zo, 71) 


5.1 单纯 同调 . 175 . 


T1, T2) — (To, Z2) + (Zo, T1) 


一 人 
= (一 1) (Fo, x1, £2) + (—1) (xo, £1, 72) + (—1)’ (xo, z1, FT2). 
.2 人 2 
>= /NN 
Do 7 
图 5 


Do 已 
.2 
定义 5.1.11 设 (s) = (zo,7X1,… ,Zaqt1) 是 一 个 有 问 (gq 十 1)- 单 形 . (s) 的 边 
缘 89(s) 是 一 个 9- 链 , 定义 为 


q+1 


0(s) = >_(—1)7 (zo, z1,* ,Tj , Tq+1)) 
7 一 0 


其 中 (zo0,… , 售 ，… ,zo+l) 表示 从 (s) 中 除去 zj 所 得 的 q- 单 形 , 称 为 顶 扣 zj 所 
对 的 q- 面 . 

复 形 K 的 有 向 (g 十 1)- 单 形 是 (gq + 1)- 链 群 Co41(K,9) 的 生成 元 , 将 定义 
5.1.11 建立 的 有 向 (gq 十 1)- 单 形 的 边缘 运算 线性 扩张 到 群 Cy41(K,9) 上 , 便 得 到 群 
同 态 0 : Cy41(K,9) 一 Cs(K,9), 这 就 是 下 面 的 

定义 5.1.12 设 KK 是 单纯 复 形 , 9 是 一 个 Abel 群 ， 对 每 个 9:0<g< 
dim K 一 1, 定义 边缘 算 子 


0 :Car(K,9) 一 Cy(K,9) 


0 本 oj = >》 gi0(si), 
这 1 i=1 
其 中 g; € 9, (si) 为 K 的 有 向 (gq 十 1)- 单 形 , aori 为 K 的 (g 二 1)- 单 形 的 个 数 . 


此 外 , 令 C_1(K,9) = 0, 规定 9 :Co(K,9) 一 0 为 零 同 态 . 
引 理 5.1.1 边缘 算 子 


Cri(K,0) 一 Co(FE9) -一 Ci(K9) 


满足 62 = 00o0 = 0, 即 相 邻 两 次 边缘 算 子 的 复合 是 零 同 态 . 
证 明 ”因为 9 0 是 线性 算 子 , 只 需 验 证 在 生成 元 (s) = (zo,zl…… ,zo+l) 上 
结论 成 立即 可 . 


q+1 
O(O(zo, “0 , Tg+1)) =0 [Seve “ ) Tj) 机 a 。 
j=0 
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求 0(zo,……… ,2 人，… ,Tq+1) 就 是 再 除去 一 个 顶点 zi, 然后 按 z; 的 位 置 添 加 一 个 符 
号 . 当 i < 了 时 , zi 在 第 i 个 位 置 , 应 该 加 (一 1)i; 但 当 i > 了 时 , zi 在 第 i 一 1 个 位 
置 , 加 的 符号 应 为 (一 1):-!, 因此 


O(O(zo, 机 , Tq+1)) 


q+1 
二 > _(-1) >》 (一 1(zo ,Bi,: ,Dj ,Tat1) 
j=0 0<i<j 
十 >》 (一 二 (zo 人 1) 
j<i<gt+!1 
= (iti(go,. Bi, ,Bj,* ,Tat1) 
2<7 


» (一 ?十 1( 全 分 
十 1) 7 一 (Zo, 21 ,Diy 91) 
2>7 


将 最 后 一 个 式 子 中 的 第 二 项 里 的 i,; 对 调 , 因为 两 个 求 和 式 项 数 相同 , 所 以 一 切 项 
全 部 抵消 , 结果 为 0. 
5.1.3 ”单纯 同调 群 

从 单纯 复 形 的 链 群 之 间 的 边缘 运算 可 以 自然 地 引入 单纯 复 形 的 同调 群 , 使 同调 


群集 中 地 反映 出 复 形 的 有 关 边 缘 的 几何 性 质 . 
设 KK 是 nn 维 单纯 复 形 , 9 为 Abel 群 . 对 每 一 g:0<g<n, 令 


Za(K,G9)= Ker{0:C(K,0)— Co_1(K,9)} 
= {zg € Ca(K,9)|0zg = 0}, 
Bi(K,69) = Im{90: Cori(K,0) 一 Ca(K,9)} 
一 {bo 和 Cal(K, 9)|3cgri € Catl (K, G9),s.t. bo 一 Ocat+1}. 
易 见 Z,(K,9) 和 B,(K,9) 都 是 C@(K,9) 的 子 群 ,分别 叫做 天 的 系数 在 9 中 的 gq- 


闭 链 群 和 gq- 边缘 链 群 , 其 元 素 分 别称 为 gq- 闭 链 与 gq- 边缘 链 . 由 于 相 邻 两 次 边缘 
算 子 的 复合 是 零 同 态 , 故 有 


B(K,9) C Za(K, 9). 


事实 上 ， 者 bo 二 B,(K, 9), 则 存在 Caq+l1 € Catl (K, 9) 使 得 bo 二 Oca+1, 于 是 Obo 一 
a(8c Ni) =0be2o(K9). 现在 作 商 群 


Ha(K,9) = Za(K,9)/Ba(K,9), 
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Hj(K,9) 叫做 K 的 系数 在 9 中 的 第 g 个 单纯 同调 群 . 

如 果 K 中 两 个 gq 维 链 c 与 c 之 差 是 边缘 链 , 即 c 一 c € Bs(K,9), 则 说 cc 与 
是 同调 的 , 记 作 c ~ c. 易 见 同调 关系 是 Cy( 开 ,9) 中 的 一 个 等 价 天 系 , 在 此 关系 下 
分 成 的 等 价 类 即 商 群 C,(K,9)/B,(K,9) 的 元 素 称 为 同调 类 , 链 c 所 在 的 同调 类 记 
为 (c). 显然 , 与 闭 链 同 调 的 链 是 闭 链 , 五 ,( 天 ,9) 中 的 元 素 是 g- 闭 链 的 同调 类 . 

定理 5.1.1 ”如果 单纯 复 形 KK 和 工 所 对 应 的 多 面体 [K] 和 [ZL] 是 拓扑 同 胚 
的 , 即 假定 存在 f : [K] 一 [ZL] 为 同 胚 映射 , 那么 f 可 诱导 出 单纯 同调 群 之 间 的 同 构 
fa : Hal(K, 9) 一 a(L, 9). 

特别 , 如 果 Ki 与 Ks 是 单纯 复 形 , 且 [Ki1] = [Kz], 那么 它们 有 相同 的 单纯 同 

本 定理 说 明 单 纯 同 调 群 的 拓扑 不 变性 ， 是 单纯 同调 论 的 一 个 基本 定理 群 
H,(K,9) 只 依赖 于 [K] 的 拓扑 , 而 与 多 面体 如 何 单纯 前 分 无 关 . 本 定理 证 明 从 略 ， 
可 以 在 许多 标准 的 代数 拓扑 学 教科 书 中 找到 , 例如 见 文献 [20, 21]. 

例 3 ” 平 环 的 一 个 单纯 剖 分 K 见 图 5.3 (a), 复 形 K 也 可 以 看 作 是 由 图 5.3(b) 
给 出 或 者 由 迭 合 图 5.3(c) 中 长 方形 的 两 条 边 ala4 得 到 . 它 的 6 个 二 维 单 形 都 取 逆 
时 针 方 向 为 正 向 , 记 为 0i,1i = 1,:… ,6, 如 图 5.3(b) 中 所 标 出 . 


Ql 


(a) (c) 


K 是 连通 复 形 , 故 五 o( 天 ,ZE) 兰 2. 
6 
K 是 2 维 复 形 , 因此 Hs(K,Z) = 2Z2(K,Z). 令 z2 = >》 ai, 注意 到 任何 两 个 


i=1 
相 邻 的 有 向 2- 单 形 在 它们 的 公共 面 上 诱导 出 相反 定向 , 例如 (a2,as) 是 cl 的 顺 癌 
面 , 但 它 是 os 的 逆向 面 , 因此 车 cx e C2(K,2Z) 取 边 缘 , 则 Bcs 在 (a2,as) 上 取 值 为 
0 当 且 仅 当 C2 在 Ol 与 02 上 取 值 相同 . 由 此 可 见 ， 右 Oca2 不 含 像 (Qa2, a5) 那样 的 中 
间 棱 ( 共 6 条 ), 则 cz 必 取 下 列 形式 : cs = nzz,ne Z. 但 


Oc2 = n((a1,Q2) + (a2,03) + (43,01) — (a4,45) — (a5, a6) — (a6, 04)), 
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因此 5 co =0 必 有 n= 0, 于 是 2Z2(K,2Z) = {0}, H2(K,2Z) = {0}. 
计算 Hi(K,2Z). 取 ci € Ci(K,Z). 若 ci 在 (a1,a2z) 上 取 值 为 m, 则 ci 一 9(moi) 
在 (ai,az) 上 取 值 为 0, 并 且 它 同调 于 cl， 按 此 办 法 ,可 用 cs 消去 (as,ae), 用 


03,04,05 及 o6 分 别 消去 (az,aa)， (a4, a6), (a1,a3) 及 (a4,a5), 于 是 ci 同调 于 链 
cl = Ni(a1,05) 十 m2(a5,Q2) 十 m3(a2,Q6) + na(a6, a3) + ns(a3, 44) + ne(Q4, 41). 
如 果 cl € 1(K,Z), 那么 cf € 2Z1(K,Z). 这 样 便 有 
0 = 9c = (ne—ni)ait+(n2—n3)az+ (na—ns)as+(ns—ne)ast (ni—n2)as+ (na—na)ase, 
从 而 ni = ma =…= ne. 记 
21 = (Q1, 45) + (Qa5, 42) + (a2, 46) + (a6, a3) + (a3, 04) + (04, 41), 


易 见 2 是 闭 链 且 o = nizi, (ce1) = n(zi), 这 说 明 Hi(K,Z) 是 由 同调 类 (z1) 生成 
的 循环 群 . 下 面 计 算 (z1) 的 阶 . 
6 


设 k(z1) = 0, 则 有 e = nios E C2(K,Z) 使 得 gc = kzi 而 Bc 与 kzi 在 
i=1 


(a1,a2) 上 的 值 分 别 为 nt 和 0, 因此 mi = 0. 同 理 可 得 na = … = ne = 0, 从 而 
c=0 并且 k=0. 于 是 (zi) 是 零 阶 的 . Hi(K,2Z) 关 2Z. 

例 4 射影 平面 是 由 迭 合 圆 盘 的 对 径 边 界 点 得 到 的 ; 它 的 单纯 部 分 见 图 5.4 (a) 
或 (b), 后 者 标 出 了 它 的 10 个 2 维 单 形 的 定向 . 


复 形 K 连通 , 因此 Ho(K,2Z) 兰 Z. 
10 

令 cz = >》 oa 2 = (al, az) 十 (Qa2, a3) + (aa al) 类 似 于 例 3, 一 个 2 维 链 c 取 
i=1 
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边缘 Bc, 如 果 不 含 中 间 棱 ( 共 12 条 ), 则 c 具有 下 列 形 式 c = mca 而 9c2 = 2z1， 
此 c= ncz € Zo(K,Z) 必 有 n= 0, 这 样 Hs(K,Z) = 22(K,Z) = {0}. 

按照 例 3 中 的 方法 可 推出 , K 的 1- 闭 链 同调 于 zi 的 整数 倍 , 即 Hi(K,Z) 是 
由 (z1) 生成 的 循环 群 . 又 因为 2z1 = 0cz, 所 以 (zi1) 是 2 阶 的 , Hi(K,2Z) 兰 Z2. 

如 果 系 数 群 Z 用 Z2 代替 , 那么 6c。= 0, cz 是 闭 链 ，H2(K,Z2) 兰 Z2, 并 且 
Ho(K,2Z2) 和 Hi(K,Z2) 也 是 Z2， 

定义 5.1.13” 设 KK 是 一 个 nn 维 单纯 复 形 . 对 每 一 gq,0< gn, 定义 KK 的 第 
g 个 Betti 数 8 为 “" 

bo = dim Hi(K, R), 


KK 的 欧 拉 (Euler) 示 性 数 x(K) 是 K 的 Betti 数 的 交错 和 , 即 
Xx(K)= >_(-1)Bs. 
gq=0 


定理 5.1.2 设 KK 是 n 维 单纯 复 形 , 记 ay 为 KK 中 9- 单 形 的 个 数 , 9 = 
0,1,.… ,n, 则 


nN 


Xx(K)= D>_(-1)?og, 


gq=0 
换 名 话说, x(K) = 顶点 数 - 棱 数 +2 维 面 数 一 .…. 
证 明 ”对 每 一 g(0 < g < n),C,(K,RR) 是 实 向 量 空间 , 边缘 算 子 


0 。 Ca(K,R) 一 一 g_1(K, R) 
是 线性 映射 . 据 线性 代数 中 的 秩 与 零 化 定理 , 我 们 有 


ao = dim Ca(K, R) = dimKer0 + dim Imo 
= dim 2Z,(K, R) + dim B,_1(K,R) 


其 中 gq =0,1,:…,n. 而 
By = dim H,(K,R) = dim 2,(K, R)/Ba(K, R) = dim Za(K, R) 一 dim Ba(K, R), 
又 dim Bn,(K,R) = dim B_1(K,R) =0, 所 以 
Xx(K)= >》 _(-1)Bs 
q=0 


一 y (Deldim Za(K, R) 一 dim Ba(K,R)] 


9 一 0 
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-人 1)2 dim 2Z,(K, R) )+ 人- 1)9+ dim B,(K, R) 


gq 二 0 


= -人 (1)’ dim Za(K, R) + y(- 1) dim Bo_1(K, R) 


q=0 q=1 


= >》 (-1)ldim 2Z,(K, R) + dim By_1(K, R)] 


gq=0 
一 >》 (-1Dsav. 
d 一 0 
有 一 种 情形 值得 指出 , 那 就 是 [K] 同 胚 于 一 个 可 定向 的 2 维 紧 致 连通 流 形 . 由 
于 连通 性 , Bo( 天 ,了 ) 兰 及 , 而 由 可 定向 性 可 推出 Hz(K, RR) 兰 取 , 于 是 bo = 1,62 = 1 
并 且 对 于 这 种 K, Bi 为 偶数 , 因此 
X( 开 ) = -+p=2 一 0 

对 这 类 可 定 回 的 2 维 闭 曲 面 , 代数 拓扑 学 有 一 个 漂亮 的 分 类 定理 ( 见 文献 [22] 或 
[21]) 说 ， ,等 个 这 样 的 曲面 必 同 胚 于 在 球面 上 粘贴 一 定数 目 “ 环 柄 ”的 曲面 , 而 环 柄 


数 等 于 1. 例如 球面 的 欧 拉 示 性 数 为 2, 81 = 0, 环 面 与 双环 面 的 欧 拉 示 性 数 分 别 
为 0 和 一 2, 相应 的 6 分 别 为 2 和 4( 图 5.5). 因此 单纯 同调 群 完全 决定 了 可 定向 2 
维 闭 曲 面 ( 即 可 定向 的 2 维 紧 致 连通 流 形 ) 的 同 胚 类 . 


5.1.4 ”单纯 上 同调 
对 于 给 定 的 单纯 复 形 K 与 Abel 群 9. 通过 构 作 群 与 同 态 序列 {C,(K,9),6}， 
其 中 82 = 0, 定义 出 单纯 同调 群 {H,(K,9)}. 类 似 地 , 为 定义 KK 的 单纯 上 同调 , 也 
希望 构 作 上 链 群 与 上 边缘 算 子 9*, 并 且 该 算 子 满足 9* o 0* = 0. 当 系 数 群 9 = RR 
时 , Cu(K,9) 是 向 量 空 间 , 此 时 定义 单纯 上 同调 更 为 简单 , 可 通过 对 偶 空 间 来 做 . 
定义 5.1.14 ” 设 KK 是 一 个 n 维 单纯 复 形 . 对 每 一 g,0< ggn, 令 


CK,R) = (Ca(K, R))”. 
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定义 9* : C94(K, 民 ) 一 C4+1(K, 民 ) 为 : 对 于 co e C024(K,RR),c € Cyt1(K,R), 
(0*(o))(c) = o(O0), 


0* 叫做 上 边缘 算 子 . 易 见 它 是 一 个 线性 映射 , 从 而 得 到 一 个 向 量 空间 与 线性 映射 
™ .O01(K,R) OK, R) OHIK, R) 一 ， 
并 且 9* o8* = 0 (请 读者 验证 ). 令 
Z1(K,R) = {o € CI(K,R)|O*o = 0}, 
BI(K,R) = {o e CU(K,R)|3r € C1(K, R)s.t.o = 0*7}, 
因而 Z4(K,RR) 是 9* : CI(K, 民 ) 一 C1(K, 民 ) 的 核 , BY(K,R) 是 8* :C1(K,R) 一 


C93(K, 民 ) 的 像 . C4(K, 民 ) 中 的 元 素 叫 做 g- 上 链 . 2Z4(K, 民 ), BY(K, 民 ) 中 的 元 素 分 别 
叫做 上 闭 链 与 上 边缘 链 . 由 于 9* o0* = 0, 所 以 


BI(K,R) C 2Z(K,R), 


商 空间 
H’(K,R) = 2°(K, R)/B"(kK,R) 


叫做 K 的 第 g 个 单纯 上 同调 群 . 

为 了 比较 单纯 同调 与 de Rham 同调 这 两 套 理论 ， 引入 单纯 上 同调 将 更 为 方便 . 
下 面 给 出 上 边缘 算 子 9* 的 作用 的 公式 . 对 于 复 形 K 的 每 一 个 有 向 9- 单 形 (s), 令 
0(s) E C9(K, 民 ) 定义 为 


os)((t)) = 4 -1 当 (t) = —(s), 
0， 当 人 的 天 士 (9)， 
由 此 可 知 , 当 -{(s1),… , (sa,)} (其 中 av 表 天 的 gq- 单 形 个 数 ) 是 Cy(K,R) 的 一 个 
基 时 , {0(,,),… ,Ole )} 是 C3(K, RR) 的 对 偶 基 . 因 5* 是 线性 的 ; 只 需 计 算 9* 在 生 
成 元 上 的 作用 . 
引 理 5.1.2 ”bo ne) = ooa sj)， 其 中 表示 在 所 有 满足 


[z,zo,… ,zo] 是 K 的 一 个 (g 十 1)- 音 形 的 项 点 re 天 上 求 和 . 
证 明 ”只 需 在 K 的 有 向 (gq 十 1)- 单 形 


(t) 一 (yo, Y1, “" ,Yqt+1) 
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上 验证 这 个 公式 . 记 (s) = (zo0,:… ,72o), 则 
(6*0(s)) ((t)) = age (0(t)) 


q++1 
一 0(s)》 S$_(~1)’ (yo,.… ) 人 , Vg+1) 


7=0 

q+1 
= > _(-1)io(s((yo,… 入,… ,Yq+1)), 
7 一 0 
上 述 和 式 中 , 除了 对 于 那些 ; 使 (yo,… ,入 ,… ,W+i) = 土 (s) 因而 [s] 是 由 的 
一 个 面 外 , 其 他 各 项 均 为 零 . 而 [s] 是 由 的 一 个 面 意 指 存在 某 个 顶点 ze K, 使 
四 = [z,zo…… ,zol. 在 这 种 情形 下 , 有 

(i) (t) 一 (2, Z0， " , Tgq), 因而 (O*os, )((t)) 一 |， 或 

(从 = —(z, x0,… ,2q), 因而 .(0*0(,))((t)) = 一 1 


从 而 
1, (t) 三 4ZZ0 , Tq) 对 某 个 z € K,， 
(Oa(s)((D)) = 4 —1l， (=-(z,z0,… ,zg) 对 某 个 ze K， 
0， ”其 他 情形 ， 
于 是 有 


(0*0(a))(()) = [站 人) 


而 这 对 于 任意 ( 都 成 立 , 故 引 理 得 证 . 
请 读者 验证 : 对 于 单纯 复 形 K, HI(K, RR) 同 构 于 (H,(K, RR))*， 


5.2 ”de Rham 定理 


为 建立 流 形 的 de Rham 同调 和 单纯 同调 之 间 的 联系 , 必须 对 流 形 进行 单纯 痢 
分 . 一 个 光滑 的 单纯 剖 分 流 形 指 的 是 一 个 三 元 组 (M, K, hh), 其 中 M 是 一 个 光滑 流 
形 , K 是 一 个 单纯 复 形 , h : [K] 一 M 是 一 个 拓扑 同 胚 , 满足 如 下 条 件 : 对 于 K 中 
的 每 个 单 形 [s], 映射 h|[s] : [s] 一 M 有 一 个 到 [s] 在 其 所 在 平面 的 一 个 邻 城 U 上 
的 延 拓 hh ; U 一 M 使 得 (U,h) 是 M 的 光滑 子 流 形 . 

显然 , 光滑 的 单纯 剖 分 流 形 是 紧 致 的 , 因为 对 于 每 个 单纯 复 形 K 而 言 , [IK] 是 
紧 致 的 . 如 果 M 的 维 数 为 n, 那么 对 同 胚 要求 的 条 件 只 需 对 K 的 每 一 个 n- 单 
形 满足 就 行 了 , 因为 K 的 每 一 个 单 形 必 为 某 一 个 n- 单 形 的 面 , 并 且 光 滑 映射 在 子 
流 形 上 的 限制 是 光滑 的 . 
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例 1 设 M 是 m 维 球面 S",[s] 是 外 接 于 5" 的 一 个 (n 十 1)- 单 形 . 令 天 是 
[s] 的 闭 包 复 形 Ci[s] 的 w 骨架 , 疡 : [天 ] 一 Sm" 为 径 向 投影 则 (5S", KK,h) 是 一 个 光 
滑 的 单纯 前 分 流 形 (图 5.6) 


AN 国 员 
人 人 卢 


h:[K—5! U hi U5 
图 5.6 


作为 练习 , 请 读者 验证 5S" 的 单纯 上 同调 群 


0， 当 0<gq<n, 


ls RR 当 g =0,n 


而 应 用 下 面 的 引 理 5.2.1 可 计算 S" 的 de Rham 上 同调 群 . 假设 w 是 定义 在 [K1 
的 一 个 邻 域 上 的 光滑 闭 g_ 形式 (0 < g < n), 那么 依据 引 理 5.2.1, w 可 延 拓 为 [s] 上 
的 光滑 闭 g- 形式 , 因而 必 为 恰当 9- 形式 . 这 蕴涵 着 对 于 0 < g < n,H4(S",RR) = 0. 
对 于 g = mw 定义 在 [K] 的 一 个 邻 域 上 并 且 满 足 | ,==0 的 任意 一 个 闭 nm- 形式 
w 也 是 恰当 的 , 于 是 由 
2Z13(5",R)— Rw | WwW 
D(s) 


定义 的 映射 是 一 个 以 B3?(5", 民 ) 为 核 的 同 态 , 因此 H?(S",R) 宇 R. 又 Sm 是 连通 
的 , H9(S", R) SR. 

现在 介绍 拓展 引 理 , 即 引 理 5.2.1. 为 简化 表述 , 先 给 出 以 下 约定 . 设 [s] 是 R” 
中 的 一 个 k- 单 形 , 将 [s] 的 闭 包 复 形 Cl[s] 的 (k 一 1)- 骨架 简 记 为 s*-1, 并 约定 在 
[s*-!1] (或 [s]) 上 定义 的 光滑 微分 形式 理解 为 [s*-!] (或 [s]) 在 其 所 在 平面 上 的 一 个 
邻 域内 定义 的 光滑 微分 形式 . 

引 理 5.2.1 设 [s] 是 R" 中 的 一 个 k- 单 形 ,k > 1. 

(ar) 假设 7 > 0. 若 w 是 [s*-!] 上 的 一 个 光滑 闭 7- 形式 , 则 存在 [s] 上 的 光滑 


闭 7- 形式 7 使 得 r|[st-1] = w. 此 外 , 如 果 二 7 十 1 还 需 添加 假设 : | w=0. 
0O(s) 
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(b7) 假设 7 > 1. 若 w 是 [s] 上 的 一 个 光滑 闭 r- 形式, 并 且 存 在 [s*-!] 上 的 光 
滑 (r 一 了- 形式 7 使 得 dr = wl[s*-1], 那么 必 有 [s] 上 的 光滑 (7 一 1)- 形式 ~ 使 得 


Tsk-1] 二 + 且 dr' = w. 此 外 , 如果 ==7, 还 需 补充 假设 条 件 : | = / 吧 
注 、 在 (a,) 和 (b,) 中 添补 的 积分 条 件 是 必须 的 , 这 是 因为 在 (a,) 中 , 如 果 7 


存在 , 则 
| = | r= |/ ar= |/ 0=0. 
Ol(s) 0(s) (s) (s) 


而 在 (b) 中 , 如 果 7 存在 , 那么 


| »=/ ar'= | -= 上 7. 
(s) (s) 0(s) Ol(s) 


证 明 ”用 归纳 法 . 首先 验证 (ao), 然后 证 明 (ao -1) 一 (b;) 一 > (ar). 

(ao) : w 是 一 个 定义 在 [s*-!] 上 的 光滑 0- 形式 即 光滑 函数 并 且 dw = 0, 因此 
在 它 的 定义 域 的 连通 分 支 上 , w 为 常数 . 

(大 > 1,[s*-!] 是 连通 的 , 故 w 在 [fs*-!] 的 连通 邻 域 内 是 一 个 常 值 函 数 c， 
此 在 [s] 的 一 个 邻 域内 令 7 = c. 

(这 大 = 1[s0] 由 两 个 顶点 , 例如 zo, zi 组 成 , 不 妨 设 (s) = (zo,zi). 由 积分 条 
件 有 


0 一 局 w 一 w(zZi) 一 w(zZ0). 


这 说 明 w 在 点 zi 的 邻 域内 的 常数 值 与 w 在 点 zo 的 邻 域内 的 常数 值 相等 , 因而 w 
在 [s0] 的 邻 域内 是 常 值 , 这 样 一 来 在 [s] 的 一 个 邻 域 内 令 7 等 于 这 个 常数 值 . 

(ai1) 二 > (b) :w 是 定义 在 包含 [s] 的 一 个 开 集 UV 上 的 财 ~ 形式 . 我 们 可 以 
在 U 中 选取 一 个 包含 [s] 的 星 形 状 开 集 , 应 用 Poincaré 引 理 ( 即 定理 2.7.1), w 必 
为 恰当 形式 , 即 存在 [sj] 上 的 光滑 (7 -1)- 形式 n, 使 得 dr = w. 注意 ni|[s*-1] 不 
一 定 等 于 +. 考虑 差 1 一 7, 它 在 [s*-!] 上 是 闭 形式 , 因为 dm 一 7)=w-w=0. 
此 外 , 若 k= (7 一 1) 十 1=7, 则 依 假 设 条 件 有 


Co am 一 上 =|/ ”| T 一 0. 
0(s) (s) 0(s) (s) 0(s) 


现 应 用 (a._1) 于 形式 71 -= 7, 则 存在 [s] 上 的 光滑 闭 (+ 一 1)- 形式 , 使 得 
nulls*-1]=n—7. 

令 7= 克 一 pp, 则 7 是 [s] 上 的 光滑 (7 一 1)- 形式 , 7'|[s*Y 让 = 一 (ni 一 7) 二 7 
并 且 在 [sj] 上 , dr' = dm -4 =w 一 0=w. 
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(br) 一 (ar): 设 (s) = (zo,T1,** ,Tk), (t) = 
(zl ,Zk), 并 设 = [s*-1] 一 (t). 易 见 FF 是 星 形 U 
状 的 , 因此 任何 一 个 包含 FF 的 开 集 包含 一 个 下 的 
星 形状 开 邻 域 U( 见 图 5.7). 现 w 是 [s*-!] 上 因而 
也 是 玉 上 的 一 个 光滑 闭 ~ 形式 , 据 Poincaré 引 理 ， 
存在 一 个 定义 于 下 的 邻 域内 的 光滑 (r 一 1)- 形式 
几 使 得 du = w. 下 面 分 两 种 情形 . 

(i) k&k > 1. 此 时 在 [此 -3 上 有 dx = w. 我 们 将 应 用 (b.) 于 形式 w 和 1/ 以 及 
(k 一 了 D- 单 形 四， 为 此 需 检 验 当 -1 = 时， 人 hr = 0 是 否 成 立 ， 令 


c= 0(s) 一 人吉 , 则 9c = 一 89(), 并 且 <。 的 每 个 单 形 含 于 书 , 因而 


|»-/ .= | “+/ x= | "+ a= | w+ /= | w= 0, 
(t) 0(t) (t) ac (t) c (t) c 0(s) 


最 后 一 个 等 式 由 假设 条 件 给 出 . 应 用 (5b.), 必 有 [中 上 的 一 个 光滑 (7 一 1)- 形式 j， 
使 得 凡 |[ 此 -2?3] = jy 并 且 dw = w. 注意 六 和 1 在 其 公共 定义 域 这 个 开 集 上 是 一 致 
的 ( 见 图 5.8), 令 yo 是 定义 在 [s*-!] 的 邻 域 中 的 形式 , 它 是 由 jy 和 jy 沿 着 它们 的 
公共 定义 域 粘 合 而 得 , 于 是 在 含 [s*-!1] 的 邻 域内 , dj2 = w. 


图 5.7 


/区 域 


/Ho 区 域 1 区 域 


- Ca 
图 5.8 图 5.9 


(这 k= 1, 此 时 [ss-1] = [s9] 由 两 个 顶点 zo, zi 组 成 . 因为 w 是 闭 r+- 形式 ， 
incark 引 理 断言 在 zi(i = 0,1) 的 邻 城中 存在 (7 一 1)- 形式 jwi, 使 得 du = w. 不 

; 定 mo 的 定义 域 与 ui 的 定义 域 不 相交 (图 5.9), 如 有 必要 将 定义 域 收缩 . 这 样 
便 在 [s*-!] 的 邻 域内 定义 了 ja 使 得 du2 = w. 

由 (i) 和 ( 记 ), 我 们 已 在 [s*-!] 的 一 邻 域内 定义 了 (7 一 1)- 形式 ja 使 得 dus = w. 
希望 将 它 延 拓 到 [s] 的 一 邻 域内 . 利用 推论 1.2.2, 选取 光滑 函数 f 使 得 在 [s*-!] 的 
一 个 小 邻 域 V 中 恒 等 于 1, 而 在 jo 的 定义 域 之 外 恒 为 0. 于 是 fj2 是 一 个 定义 于 
[s] 的 一 邻 域内 的 光滑 (7 - 1)- 形式 . 再 令 7+ = d(fy2), 则 7 是 [s] 的 邻 域内 的 财 ~- 
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形式 . 因 在 [s*-!] 的 邻 域 V 中 , 有 f = 1 因此 在 V 中 , 有 
T= d(f1p2) = df Ap2+ fdp2 = dp2 =w. 


回 到 例 1, 比较 球面 5" 的 单纯 上 同调 群 和 de Rham 上 同调 群 , 我 们 看 到 同 
维 的 两 个 上 同调 群 是 同 构 的 ， 而 de Rham 定理 是 说 ， 对 于 光滑 的 单纯 前 分 流 形 
(M, K,h), M 的 de Rham 上 同调 群 同 构 于 K 的 单纯 上 同调 群 ， 因此 证 明 de Rham 
定理 必须 对 每 一 q, 定义 一 个 映 HY(M, 民 ) 成 H4(K,RR) 的 同 构 . 代数 拓扑 学 的 通用 
作法 是 建立 (上 ) 链 复 形 之 间 的 (上 ) 链 映 射 , 因为 它 可 以 诱导 出 对 应 的 (上 ) 同调 
群 之 间 的 同 态 . 为 此 我 们 需 构 作 一 列 线 性 映射 { 户 : 47(M) 一 CY(K, 民 )} 使 得 下 列 
图 表 可 换 

.ATT1M) ALM) -4afl0M) 一 …. 


lf | fon 
.O01K, R) CUK,R) CIK, R) 一 
即 对 所 有 gq, 有 86* o fa = fat1od, 这 样 一 来 便 有 
fa: 29(M,R) 一 2Z(K,R) 及 fy: BIM,R)— BI(K,R). 
事实 上 , 若 we 24(M,R), 则 we As(M) 且 dw = 0. 而 这 线 涵 着 
O°(fa(w)) = fati(dw) = fa+1(0) = 0， 

故 fo(w) e 2Z4(K,RR). 倘若 we BI4(M, 民 ), 那么 存在 re A4-1(M) 使 得 w = dr， 
fa(w) = fa(d7) = 0"(fg-1(7)) € ImO”, 
这 表明 fo(w) e Ba(K,R). 于 是 由 fs 诱导 出 同 态 

fi: HIM,R)= ZI(M,R)/BI(M,R) 一 2°(K,R)/B(K,R) = HY(K,R). 

现在 就 来 定义 这 样 的 线性 映射 序列 


大 aa(M) _, C7(K,R). 


对 于 w = 49(M)， / (w) 为 Cu( 天 ,及 ) 上 的 一 个 线性 泛 函 , 因此 只 需 指定 它 在 C4(K,R) 


的 基 元 素 即 有 加 9- 单 形 (s) 上 的 值 . 为 此 考虑 光滑 映射 hs :U 一 M, 其 中 UU 是 [g] 
在 其 所 在 平面 ( 它 是 一 个 g 维 欧 氏 空 间 ) 上 的 一 个 开 邻 域 , 那么 凡 (w) 是 VU 上 的 光 
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滑 9 形式. 定义 / (w)((s)) 为 光滑 g- 形式 h*(w) 在 (s) 上 的 积分 , 即 


| os) -人 hs (w). (1) 


注意 上 式 右 端的 积分 只 依赖 于 点 集 h([s]) 及 其 定向 , 而 与 同 胚 |[s 的 延 拓 hs 无 关 . 


下 面 证 明 
9/ =- 人 aa (2) 


任 取 gq- 形式 w 和 有 问 (gq 十 1)- 单 形 (s), 有 


LU/ oa)) ((s)) = / h* (dw) = |, d(h*(w)) 
| 人。 人 /ee) - (2 / 四 ((9) 


由 于 w 和 (s) 是 任 取 的 , 所 以 (2) 式 成 立 . 依 前 面 所 述 ， 诱导 一 个 同 态 


mr 


/ : HI(M,R) —» H’(K,R). 


定理 5.2.1(de Rham 定理 )” 设 (M,K,h) 是 一 个 光滑 的 单纯 剖 分 流 形 , 则 对 
每 个 g:0 入 gs 和 dim M， 
/ : HI(M,R) » Hi(K,R) 
是 一 个 同 构 。 
本 定理 需 证 / 既是 满 同 态 又 是 单 同 态 , 它们 分 别 由 下 面 两 个 引 理 推 得 . 
引 理 5.2.2 ”存在 一 个 线性 映射 序列 
av :OUK,R)— 4a(M)，0<o<sdimM 


具有 下 列 性 质 : 


() doag = akle8*， 


(i) fee = 


(iii) 若 (s) 是 K 的 一 个 有 回 g- 单 形 , 则 gq- 形式 aq(os) 在 M =- 5t(s) 的 一 个 
邻 域 中 恒 等 于 零 . 
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注 性质 (i) 说明 映射 ae 可 诱导 一 个 同 态 aa : Hs?(K,RR) 一 64(CM ,RN),， 性 
质 的 则 说 & 是 人 的 一 个 右 道 , 因而 可 推出 人 是 满 同 态 . 另 一 方法 是 : 对 于 
2 € ZI(K, R), 令 w= Qa(z), 则 


dw = do ag(z2) = Qagt100°(2) = Qag+t1(0) = 


/ 四 = / oas(z) = 


于 是 / : Z4(M, 民 ) 一 2<(K, 民 ) 是 满 射 , 从 而 / 也 是 满 射 . 
9 qa 
引 理 5.2.2 的 证 明 ”为 简化 记号 , 通过 hh 将 [K] 与 M 等 同 , 即 假定 [K] = 
并 且 h= 恒 同 . 
设 1,… ,vm 是 K 的 全 部 顶点 . 对 于 Je {1,… ,m}, 我 们 已 定义 了 第 ; 个 重 
心 坐标 函数 b; : [K] 一 RR, 令 


;= { c [KJ]lb;(z) > 二 G; = {z c [KJlb;(z) < 二 


其 中 n = dim M, 显然 己 ,G; 是 M 中 的 闭 集 . 由 定义 有 

FC St(v;), {IK]— St(v;) C G;. 
{三 } 覆盖 M: 因为 每 个 ze M 必 落 在 某 个 维 数 1 < n 的 开 单 形 (s) = (wjo，… ,oj 
内 . 当 jg{jo,… ,4} 时 , by(z) = 0. 而 由 和 = 1 知 , 对 于 某 个 j € {jo,… , 九 }， 


z 一 0 
pi(z) > 7 之 二 -7 于 是 对 于 这 个 和 ze 百 

而 请 ,G; 是 M 中 的 互 不 相交 闭 子 集 , 利用 推论 1.2.2, 可 构 作 M 上 的 光滑 函数 
人 使得 0< ,< 并 且 在 瓦 上 方 =l 在 G 上 方 =0. 因为 {Fj :j=1,:…,m} 


覆盖 M, 》` 广 处 处 大 于 0, 令 9; = 方 / 所, 则 9; 在 M 上 有 定义 并 且 是 光 清 了 
j=1 i=1 


数 , {g;} 是 从 属于 开 有 覆盖 {St(w;)|j = 1,… ,m} 的 单位 分 解 . 

现在 利用 上 面 定义 的 一 族 光滑 函数 {9;} 来 定义 as， 因 为 要 求 as 是 线性 的 ， 
因此 只 需 在 Cr(K, 民 ) 的 生成 元 o(。 ,上 指定 ay 的 值 . 对 于 每 个 有 向 g- 单 形 (s) = 
(Vjo, “ ,Vja)) 定义 Qaq(O(s)) 为 Gg- 形式 


故 we 2Z94(M, RR). 又 


a 
Qa (Ols)) 一 dl >》 (一 1);gjdgyo 和 人， 7 和 人 dg;. 八 … 信 dg;,. (3) 
t=0 
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下 面 验证 av 满足 性 质 (i)~(ii). 
性 质 (i) doae(cle)= (q 二 1)!dgjo 和 :A dgy,- 
男 一 方面 , 利用 引 理 5.1.2, 有 


/ 
Qgt100°(0(s)) = aa+1l b> C (vk svj0,: 网 


/ 4 。 -一 
=(g+1)!D, 区 和 A…A 人 dgj — >_(-1)igj,dgk Ndgjo 和 信和 dg 和 人 和 ao 
k i=0 
(4) 
断言 : 如 果 顶 点 vi,v;。,… ,v;。 互 不 相同 , 并 且 不 是 KK 的 一 个 (g 十 1)- 单 形 的 
顶点 , 那么 
gkdgjo 人 …A 人 dgjs 三 0 
及 
gj1d9k 人 dgjo A 人 .A 人 dg 人 人... 人 dgj, 三 0. 
事实 上 , 者 zgSt(uk), 则 gr(z) = 0; 者 ze St(vk), 则 bx(z) 冯 0, 但 现在 对 
某 个 ? GE {0,.…: ,q}, b;, (7) 一 0， 否则 有 bx (ZT) 天 0, b;, (ZI) 0,7 一 0, 1 ) df 因而 
{2k)V7jo… 7】 可 张 成 KK 的 一 个 (g++ 1)- 单 形 , 与 假设 矛盾 . 现 对 上 述 i, 令 
0 = {ve Klos(y) < #1}: 


Nn 十 1 

则 UU 是 M 中 点 z 的 开 邻 域 , 且 Uc Gj,, 因此 在 UV 上 yg;, 恒 等 于 0 并 且 dg;, =0. 
从 而 断言 成 立 . 将 它 应 用 到 表达 式 (4) 中 ， 

y、gkdgn A…:Adgjs = >》 grdgio 人 .人 dgjs, (5) 

k kg{jo,… ,7q} 
其 中 右边 的 那些 在 左边 不 出 现 的 项 都 恒 等 于 零 . 叉 
》、 (~1)'g;.dgk 八 dgjo 八 … 信 dg;, 人 人.… A 人 dgj, 
k 


?一 0 


qa 
一 2_(-1) > gjidgk 人 dgjo 人 .人 dg;, 和信，…: 信 dgj。 


i0 Kgfjor] 
q 站 -> 
= > (-1): > gidgk Adgjo 和 :Adg;, 和 .Adgjs 
i0 


i=0 k#ji 


qa 
二 2 _(-1)'g;, 要 | 人 \ dgijo 人 ..， 人 \ dg;, 人 :.….， 人 dgi, 
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gq 
= 》 (-1)ig;(—dg;) A dgjo 人:*+ 人 dg;, 人 *** 人 \ dg;, 
i=0 


a 
=— >》 gidgio 人 :A dgy, (6) 


?一 0 


第 4 个 等 号 成 立 是 因为 》'g% = 1 得 到 》 dg = 0, 于 是 》 dg = 一 dg;,. 从 (5) 
k=1 k=1 kz 


式 减 去 (6) 式 并 代入 (4) 式 中 , 得 


Cdq+1 9 O (cs)) 一 (十 1)! (> nr dgjo 人 *… 人 dgj, 
k=1 


一 (g 十 1)!dgj 人.……… 人 d97。 
一 d O Qaq (0(s))- 


性 质 (iii) 设 (s) 一 (Vjo, ,Vja), 依 (3) 式 有 


qa 
ae(ads)) 一 dl D>_(—1)ig;,dgjo 八 … 信 dg;, 八 … 信 dgj,. 


i=0 


如 果 re M 使 得 对 于 某 个 1e {0,… ,qj,bn(z) < 二 5 那么 re Gh, 因而 gi 和 


dg 在 点 z 均 为 零 , 从 而 as(cke)) 在 点 z 为 零 , 于 是 ao(ode) ) 在 包含 M 一 St(s) 的 


开 集 
1 


你 十 2 


{se Mba(®) < 对 菜 个 1e {0,… ,g} 


上 恒 等 于 零 . 
0 


(/ coo(ote) ) ((vk)) = LU/ ww) ((uk)) = 9;(vk) 


给 出 的 0- 上 链 . 当头 7 时 , veGSt(v;) 并 且 在 St(vj) 之 外 g; = 0. 故 gj(vk) = 0. 
另外 , 对 每 个 k(1 < < m)， 


1= > ,gi(vk) = gr(vk), 


j=1 


(/ sooloe)) ((vk)) = | 0 v 二 


因此 
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义 
1,， 上 k=), 


ooo)-1 0 kj 


所 以 
(/ coo(ote) ) ((Vk)) = 00,) (vy)). 


而 这 对 所 有 ; 和 都 成 立 , 因此 | oao= 恒 同 . 
现 假定 性 质 (i 在 g -1 时 成 立 . 任 取 K 的 有 向 9- 单 形 (s) 和 (t)， 需 证 


/esca| (0) = /seow)= | 1 


先 考察 四 [s] 的 情形 . 因 因 < M - St(s), 由 性 质 (ii) 知 , ag(o06)) 在 M St() 
的 一 个 邻 域 中 恒 为 零 , 故 / oa(e) = 0. 再 讨论 国 = 国之 情形 , 不 妨 设 (s) = 
(Vj0» Vj, “"° ) Vj )， (7) 一 (Vj ) ,Uja ) 为 (s) 的 一 个 (g 一 1)- 面 ， 则 


/| on(grot)= / ,dealom)) = | oa-1(o0) (7) 
而 8(s) = (r)+ 另外 一 些 有 向 (g _ 1) 单 形 的 交错 和 , 所 以 由 归纳 法 


| oo)= Qg-1(0(r)) = 1, 
0(s) (7) 


代入 (7) 式 , 并 由 引 理 5.1.2, 得 
1 -人 ad(O g(r)) = | Qa 区 十 名 四 一 | Qa(0(s))- 
引 理 5.2.3” 设 w 是 M 上 的 一 个 闭 9- 形式 . 假设 对 于 某 一 个 ce C1(K,RR)， 
/oo = 9*c, 那么 存在 M 上 的 一 个 (g 一 1)- 形式 r, 使 得 | (7) 二 c 并 且 dr =w. 
q gq— 
证 了 明 ”用 归纳 法 , 归纳 地 构 作 一 列 光 滑 (g 一 1)- 形式 
70)71 7Tm 一 7) 


其 中 n = dim M, 使 得 
(i) 六 定义 在 KK 的 &- 上 骨架 K* 所 对 应 的 [K*] 的 一 个 邻 域内 , 并 且 满 足 dr = w. 
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(i) 在 [K*-!1] 的 一 邻 域 内 , 7k = 六 -1 


Gi) / (ml) =e 


由 此 本 引 理 将 得 证 . 这 是 因为 (iii) 可 导出 对 于 K 的 每 个 有 疝 (g 一 1)- 单 形 (s) 及 
任意 有 > g 一 1 


LU oj »=-/ "=-/ m= (f -Dj (9) = le) 


为 构 作 7o, 用 互 不 相交 的 一 些 球 将 K 的 0- 骨架 K? 履 盖 . 因为 w 是 闭 形式 ， 
据 Poincaré 引 理 , w 在 每 一 个 这 样 的 球 内 都 是 恰当 的 , 因此 存在 一 个 光滑 (gq 一 1)- 
形式 7%, 定义 在 这 些 球 的 并 集 上 , 使 得 在 其 上 有 dm = w. 着 q 一 1 了 0, 令 70= 76. 


车 g 一 1=0, 还 要 求 (mn) =c 注意 对 K 的 顶点 
0 2 


(fod) uy = f=) 


设 oj = c(v;) 一 6(v;), 并 且 在 围绕 点 v; 的 球 内 定义 7o0 = 驳 十 @j, 则 在 [K?] 的 一 邻 
域内 , dm = d7 = w, 并 且 /am =C. 


现 假 定 已 构 作 7%_1 具有 性 质 人 ,(i,(ii),， 下 面 来 构 作 7%. 假如 对 每 个 k- 单 形 
[s] 能 找到 一 个 定义 于 [s] 的 一 个 邻 域 中 的 光滑 (q 一 1)- 形式 六 (s), 使 得 在 该 邻 域 
内 d(Tk(s)) = w, 并 且 在 [s*-!] 的 一 邻 域内 六 (s) = 六 -1 那么 将 诸 六 (s) 粘 合 便 得 
到 一 个 光滑 (q 一 1)- 形式 7 满足 性 质 (i) 和 (ii). 

为 构 作 六 (s), 将 应 用 引 理 5.2.1 中 的 (60). 现在 w 是 [s] 的 一 邻 域内 的 光滑 闭 
4- 形式 , 六 -1 是 [s*-!] 的 一 邻 域内 的 光滑 (gq 一 1)- 形式 , 并 且 在 该 邻 域内 d7k_1 = w. 
此 外 , 车 k= gq, 利用 假设 条 件 得 


/= / (wj((s)) = 9*c((s)) = c(8(s)) = / (me)(0(s)) = / me 


于 是 可 应 用 (ba), 存在 [s] 的 邻 域内 的 光滑 (g 一 1)- 形式 74.(s) 使 得 d(7k(s)) =w 并 
且 在 [s*-!] 的 一 邻 域内 , 7 (s) = 六 -1. 
依 前 面 的 分 析 , 得 到 了 满足 性 质 (i), (ii) 的 光滑 (gq 一 1)- 形式 7. 如 果 关 g 一 1， 
那么 令 7h = 7/. 如 果 天 = g-1, 还 希望 有 / (ms_1) =c. 为 此 设 c = c- / (1), 
q—1 gq— 


并 在 [K-!] 的 一 个 邻 域内 定义 


79 一 1 一 T -1 十 aq- 1(cl)， 
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其 中 ao_1 是 引 理 5.2.2 中 所 规定 的 线性 映射 gao_1 : C971(K, RR) 一 49-1(0M). 下 面 
证 明 7_1 具有 性 质 (i), (ii 和 (ii). 

按照 引 理 5.2.2, 对 每 个 + 和 每 个 有 向 ~- 单 形 (s), ar(o(s)) 在 M - St(s) 的 一 
个 邻 域 中 恒 等 于 零 . 特别 , ar (os) 在 [K"-!] 的 某 个 邻 域内 恒 等 于 零 . 因为 任意 的 
ce C7(K, 民 ) 是 这 样 的 诸 cs 的 线性 组 合 , 所 以 ar(c) 在 [K"-!] 的 邻 域内 恒 等 于 
零 . 将 此 结果 首先 应 用 于 > = gq, 然后 应 用 于 > = gq 一 1, 得 到 在 [天 一] 的 一 个 邻 域 
内 ， 


d79 -1 = d7o_1 十 doaq_-l(ci)= dT7s_1+Qgo0"(c)= d7y_1=w, 


并 且 在 [Ko-3] 的 一 个 邻 域内 ， 
Tg-1 = Tg_1+ Qg-1(C1) = Tg_1 = Tg-2; 


这 说 明 7,_1 满足 性 质 (i) 和 (ii)). 又 


/ (may) - (ra-1) + omg-1(c1) = (c—c1)+ce1= 0, 


说 明 7_1 还 满足 性 质 (iii). 引 理 得 证 . 
由 本 引 理 可 推出 上 是 单 同 态 , 这 是 因为 : 如 果 w e 24(M,R), 并 且 / (w) € 
9 | 


BY(K, 民 ), 则 由 引 理 5.2.3, we BI4(M, 民 ). 因此 引 理 5.2.2 和 引 理 5.2.3 合 起 来 推出 
了 de Rham 定理 . 

应 用 de Rham 同 构 定理 , 通过 计算 流 形 的 单纯 同调 群 便 可 以 获得 流 形 的 de 
Rham 同调 群 , 因为 前 者 便于 处 理 , 容易 计算 些 . 例如 计算 环 面 了 的 单纯 同调 群 ( 留 
作 练 习 ) 便 得 到 环 面 的 de Rham 上 同调 群 为 


HI3(T, R)  R, Hi(T, R) S RO@R,HI(T,R)SR 


5.3 Hodge 定理 


本 节 将 引入 作用 在 微分 形式 上 的 算 子 A, 它 是 通常 作用 在 光滑 函数 上 的 拉 普 
拉 斯 算 子 (- D3 的 推广 ,满足 方程 Aw = 0 的 微分 形式 叫做 调和 形式 . 本 


节 讨 论 的 对 旬 是 可 定向 的 紧 致死 曼 流 形 MM. 在 得 到 Hodge 分 解 定 理 (的 一 种 形式 ) 
后 , 证 明 方程 Aw = a 有 M 上 的 p- 形式 解 w 的 充 要 条 件 是 p- 形式 a 正 交 于 M 
上 的 调和 r 形式 所 成 的 空间 , 并 且 还 证 明了 M 上 的 de Rham 上 同调 群 的 每 一 个 
上 同调 类 包含 唯一 的 调和 形式 , 由 此 得 到 de Rham 上 同调 的 Poincaré 对 侦 性 定理 . 
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5.3.1 ” 星 形 算 子 


首先 在 实 内 积 空间 引入 星 形 算 子 . 设 V 是 m 维 实 向 量 空间 , 带 有 内 积 (,). 设 
{ei1,… ,em} 是 V 的 规范 正 交 基 , 它 确定 V 的 一 个 定 同 . 内 积 (,):VxV 一 恨 可 
诱导 自然 同 构 

PIV 2V ,VP po 


这 里 yp,。: V 一 及 定义 为 p(w) = (v,w)， 规 定 V* 的 内 积 ( 仍 记 为 (,)) 为 
(pviypvz) = (v1;v2),v1,v2 < V. 易 见 V 的 规范 正 交 基 el,… ,em 的 对 偶 基 
,wm 是 对 偶 空间 V* 的 规范 正 交 基 , wi 入 .…: 和 wm 位 于 由 V 的 定 癌 所 决 
定 的 4"(VY*) - {0} 的 连通 分 支 中 . 现在 我 们 把 V 上 的 内 积 扩充 为 外 代数 A(V*) 
上 的 内 积 . 

设 EeAP(V*),nE AIV*),1< p,qgm. 如 果 p 关 g, 令 (&,n) =0; 如果 p=9， 
设 £= 刀 入 … 人 好) 二 轴 人 入 … 人 Tp,&i,7; € 41(V*), 规定 


(&1 八 -… 信 €p,n1 八 … 信 np) 一 det((é&i, 7;)) 


然后 再 双 线 性 地 扩张 到 整个 4?(V*) 上 . 
当 1< pgm 了 时, {wi 人-… 人 wis|l 二 设 <…<ip < m} 构成 4?(V*) 的 规范 
正 交 基 . 事实 上 , 我 们 有 


(Wil 和 人.… 入 wisy Wi 人 和 wj,) = det((wi ,WwW;,)) 


一 | 1, (1 ) ip) 一 (7 ,jp) 
0, (2 ,bp) 天 (71 , jp). 
定义 5.3.1 设 V 是 一 个 定向 的 内 积 空间 , ei,… ,em 为 V 的 规范 正 交 基 , 其 
对 偶 基 为 wi,… ,wn. 定义 星 形 算 子 * : 4?(V*) 一 4m-?(V*) 为 线性 变换 , 使 得 


* (Wi 和 人 …: 和 wa ) 一 Wip+1 A 和 人 Wim， 


其 中 wwi， A A wi, A 人 wii NA Win 应 合 于 已 知 定 问 . 

特别 , *(1) = wl 入 .入 wm， *(wiIA Awm)=1. 

例如 ， 当 和 人 =5 时 ， wa AwlAwgAwzA 人 wd 三 wlA 人 w2 和 人 was 和 A 人 wd4d 人 人 w5， 故 
*(W3 人 WwW1 人 Amw5) = w2 人 w4. 

命题 5.3.1 在 A?(V*) 上 , ** = (一 1)?(m-?). 

证 明 设 we A?(V*), 只 须 就 w = wi 人 wz2 八 :… 人 wp 讨论 即 可 . 


Wpt1 A Nwm A WI A Mw = (1)PTPDY A A wp A wptl A MN wm 
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故 


水 水 LU 二 k(wWp+1 人- 人 wm) = (—1)P(™-P)w 人 … 人 wp = (—1)?(™-P)w, 


因此 在 AP(V*) 上 , x+ = (1)P(m-n). 
命题 5.3.2” 设 &,ne€ A?(V*), 则 它们 的 内 积 (&,m) 可 表示 为 


(€,7) = *(€ A *7) = *(n7 A *€). 


证 阴 设 & = 》 Qiiip Wi 人 人 WwWi,,"7 二 > bjs Wn 
1&ii<.…<ip&m l1&ji<*…<jp&m 


A 人 wj,. {wi 人 .人 wi,|l < < < ?p < m} 是 AP(V*) 的 规范 正 交 基 ， 故 


《6 7m) = >》 Qi 0 


l&il<:…<ip&m 


而 *7 = >》 bji...jo * (Wi 人: -Awj, ). 假定 Wi NAW NW NN AW = WIA NwWm, 
则 


* 二 Dj A 人 Win)s 


& 入 *7 = >》 ai 入 Auwi 人 wj NA 人 Win-: 


由 于 六 < …< 力 ， 只 有 当 间 = Jj," ,Lp = jp 时 ,wii A A wis A wjsrs Ne A Win 


才 不 为 零 , 所 以 


€ 人 #1m) 一 > Qj1jp bijip ON MAA, NWipri 人 NWin 
l&ji<…<jp<m 
二 >》 Qj jp bji:jp Wl 人 人 .人 Wm 
l1&ji<:…<ijp&m 
*(& 人 #11) = Dy oj 人 

1&ji<:…<ijp&m 

同 理 可 证 (& = x(n 人) 
现在 将 星 形 算 子 引入 到 流 形 中 . 以 下 总 假定 M 是 m 维 可 定向 的 紧 致 黎 曼 流 

形 . 由 4.2 节 关 于 黎 曼 流 形 上 的 积分 的 讨论 知 , 在 每 一 个 坐标 邻 域 上 , 不 仅 有 局 部 
定向 的 规范 正 交 标 架 场 , 而 且 有 局 部 定向 的 规范 正 交 余 标 架 场 , 因此 对 于 M 中 的 
每 一 点 g, 在 A(T*M) 上 可 以 定义 星 形 算 子 * 而 且 不 难看 出 , 算 子 * 将 光滑 形式 映 
为 光滑 形式 , 因而 我 们 有 线性 算 子 


*: A?(M)—= A™ ?(M), 
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并 且 依 命题 5.3.1, 算 子 * 满足 
** 二 (一 1)?(™m-?). (1) 


进而 我 们 在 4?(M) 上 引入 内 积 . 由 命题 5.3.2 自然 想到 定义 如 下 : 设 w,r e A?(M)， 
w 与 7 的 内 积 (w,7) 定义 为 


(w,T) = | wW 人 *T. (2) 
从 (2) 式 可 知 , (,) : 4A?(M) x 4?(M) 一 RR 是 双 线 性 的 , 并 且 由 命题 5.3.2 可 推出 
(;) 是 对 称 正定 的 .我 们 还 可 以 将 4?(M)(0 < p < m) 上 定义 的 内 积 扩张 到 直 和 和 
A(M) = 》 4?(M) 上 , 只 需 补充 规定 : 对 于 we A?(M),7 e AI(M), 当 p 关 gq 时 ， 


p=0 
(w,T) = 0, 即 要 求 诸 A?(M) 彼此 正 交 . 
5.3.2 ”Laplace-Beltrami 算 子 
定义 5.3.2 ”对 0<psm, 算 子 56:4?(M) 一 A?-1(M) 定义 为 


6 = (—1)™P+D)+l x dx, 


而 在 0- 形式 上 , 规定 6 为 零 线性 泛 函 . 
Laplace-Beltrami 算 子 A 定义 为 


A = od+ do. 


显然 , 对 每 一 p:0 < p< m, 人 :A?(M) 一 A?(M) 是 一 个 线性 算 子 . 

命题 5.3.3 ” 算 子 5, A 有 下 列 性 质 : 在 42(M) 上 ， 

(i) (一 1)P+16x = *d， 

(i) (—1)?d* = *6, 

(iii) *A = Ax*. 

证 明 ” 仅 证 (ii), (i), (i) 留 给 读者 . 设 we A?(M), 则 

A*(w)= (6d+d6)* (w) = 6(d*)(w) + d(6*)(w) 

= (—1)?6(*6)(w) + (—1)?t d(xd)(w) 
= (—1)?6 * (6(w)) + (—1)?td * (d(w)). 


6(w) € A?-1(M), d(w) e A?+1(M), 故 


A*(w)= (-1)?(—1)? * d6(w) + (—1)?+t1(—1)?t * 6d(w) 
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= *(d6 + 6d)(w) = *A(w). 


由 于 we A?(M) 是 任 取 的 , 所 以 Ax = *A. 
定义 5.3.3 ”给 定 线性 算 子 了 : A(M) 一 4(M)， 如果 存在 另 一 个 线性 算 子 
T* : 4(M) 一 A(M), 使 得 对 于 任意 w 6 e A(M), 有 
(Ta, DO) = (a, T*p), 


那么 T* 叫做 了 的 伴随 算 子 . 

伴随 性 是 相互 的 , 即 如 果 T* 是 工 的 伴随 算 子 , 那么 了 也 是 T* 的 伴随 算 子 . 
但 一 个 线性 算 子 的 伴随 算 子 却 是 唯一 的 , 理由 如 下 . 假设 T*,T* 都 是 工 的 伴随 算 
子 , 那么 对 于 任意 a, 8 e A(M)， 

(Ta, B) = (oa = (a, T7210), 

因此 (a, (TY 一 家 )8) =0. 由 a,6 的 任意 性 得 到 = 人 2. 

命题 5.3.4 在 4(M) 上 ,6 是 外 微分 算 子 d 的 伴随 算 子 , 即 

(da, 8) = (6,68), a,B € A(M). 


证 明 ” 依 线 性 与 正 交 性 , 证 明 简化 为 考虑 下 列 情形 : a 为 (p 一 1)- 形式 , 6 为 
p- 形式. 此 时 


d(a A*B) = da A 人 *B+ (1)? liaAd*pB 
= da A*f — QA 和信 *0p. 
等 式 两 边 在 M 上 取 积分 , 得 
| d(a A *6) = | (da A *B — a A*66) = (da, bP) — (a, 00). 
M M 


而 由 命题 4.4.1 知 , 上 式 左边 为 零 , 故 (da, 6) = (a, 60)， 
推论 5.3.1 算 子 6 满足 66 = 0. 
证 明 ” 设 we 4h?(M),T € 4A?(M), 则 


(T, 66w) = (d7, 6w) = (dd7, w) = 0， 
故 56 = 0. 
推论 5.3.2 ” 算 子 A 具有 下 列 性 质 : 


(i) A 是 自 伴 ( 随 ) 算 子 , 即 对 于 w,r € A?(M),0< pgm, 有 (Aw,7) = (w,Ar7). 
(ii) 算 子 A 与 d, 6 可 交换 , 即 Ad = dA, A6 = 6A. 
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证 明 (i) (Aw,r) = (6dw,r) + (dbw,T) = (w,6d7) + (w,d67) = (w, A7). 
(i) Ad= (6d+d6)d = dd = dA, Aé = (6d+d6d)s = 6d6 = A. 
命题 5.3.5 ”Aw = 0 当 且 仅 当 dw = 0,6w = 0. 
证 明 若 dw=0 且 bw =0, 显然 Aw = 0. 反之 ,者 Aw = 0, 则 
0= (Aw,w) = (dbw,w) + (6dw,w) = (6w, gw) + (dw, dw), 
因此 (6w,6w)=0, (dw,dw) =0 必 有 如 =0 且 dw = 0. 
3 
作为 练习 , 读者 验证 在 (Ra) 上 , A = - 》 全, 这 与 通常 的 拉 普 拉 斯 算 子 
相 一 致 ， l 
5.3.3 ”Hodega 定理 
设 M 是 mm 维 可 定 问 的 紧 致 黎 曼 流 形 . 对 0 入 p 系 m, 令 
H? = {w € A?(M)|Aw = 0}, 


H? 的 元 素 叫 做 M 上 的 调和 p - 形式 . Hz 是 A : 4?(M) A?(M) 的 核 . A 的 像 
ImA = A(A?(M)) = (d6 + 6d)(A?(M)) = d6(4p(M)) +6d(A?(M)). 令 


D?=d42 '(M)) = {we A?(M)| 存在 rE A?"'(M) 使 得 w= dr 


Er = 6(A?+1(M)) = {w € A?(M)| 存在 ne A?+1(M) 使 得 w= 6n}. 


定理 5.3.1 A?(M)= Dp @ Ere@H?. 
证 了 明 ”首先 指出 H?, D?, E? 彼此 正 交 . 为 此 任 取 w e H?, dr € D?, 6n € E?， 
则 (w,d7) = (6w,7) = 0, (w,6n) = (dw,n) = 0, (dr,6n) = (dd7,n) = 0, 所 以 
H? LD?, H?1LE?, D? LE?, 并 且 H?N D? = {0}, H?N E? = {0}, D?N E? = {0}. 
此 有 
A?(M) 2 D? @ EF? @ 万 2. 


其 次 , 者 we A?(M) 使 得 wlLH?,wlLD? 和 wlLE?, 则 w = 0. 这 是 因为 : 由 
w 上 LD? 可 得 出 对 每 一 re A?-1(M),0 = (wdr) = (6w,7), 于 是 bw = 0. 而 由 wlLE? 
又 得 到 对 每 一 nn e 4p+l(M),0 = (w,6n) = (dw, 四 ,从 而 dw = 0， 依 命题 5.3.5， 
Aw=0 即 we H?. 又 wlLH?, 故 (w,w) = 0, 这 说 明 w = 0. 这 样 一 来 , 我 们 有 


A?(M)= Dr?@ Er?@H?. 


Hodge 分 解 定理 有 如 下 更 精细 的 形式 . 
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定理 5.3.1' ”对 每 一 p 0 < p < m, M 上 的 光滑 p- 形式 空间 A?(M) 的 子 空 
间 H? 是 有 限 维 的 , 并 且 A?(M) 有 下 列 正 交 直 和 分 解 


AP(M) = A(A?(M))@ H? 
= d6(A?(M)) @® 6d(A?(M))@® H? 
=D?@E?e®H?. 
注 ”A?(M) 是 环 Cc(M) 上 的 模 . 如 果 作 为 实 向 量 空间 , 它 是 无 穷 维 的 . 断言 
H? 作为 A?(M) 的 子 空间 是 有 限 维 的 并 非 显然 , 证 起 来 也 不 容易 . 其 次 , 对 A?(M) 


作 正 交 直 和 分 解 
A?(M) = (H?)- @ H?, 
其 中 (H?)+ 是 A?(M) 的 子 空间 , 它 是 由 正 交 于 H? 的 所 有 元 素 组 成 ， 该 定理 需 
证 (H?)+ = A(4?(M)). 而 A(hA?(M)) Cc (H?)+ 容易 导出 , 但 证 明 反 包含 关系 
(H?)+ Cc A(A?(M)) 颇 难 . 本 定理 的 严格 证 明 请 参看 文献 [23] 或 [15]. 
由 定理 5.3.1, 每 一 we A?(M) 可 表示 为 
w= da+6B+Yy, oe A li(M), Be Arti(M), 7E H?, (3) 


Y 称 为 w 的 调和 部 分 . 

令 互 : 4A?(M) 一 H? 为 投影 算 子 , 使 得 及 (w) 是 w 的 调和 部 分 . 显然 互 是 到 
上 的 , 并 且 H? = 万 . 

定理 5.3.2 ”方程 Aw = a 有 解 we A?(M) 当 且 仅 当 交 滑 p 形式 a 正 交 于 
调和 p- 形式 空间 H?. 

证 了 明 ”二 > 若 Aw = a 有 解 。€ A?(M), 则 对 任意 7 e H?， 

(QT) = (Aw, 7Y) = (w, AY) = 0. 

因此 a_lLH?. 

< 一 alH? 说 明 a 的 调和 部 分 及 (a) = 0, 因而 依 (3) 式 ， 

Qa 一 dal 十 001，al E A?-i(M), BI GE A?t1(M). 
又 一 次 利用 (3) 式 , 设 
Q1 = da2 十 002 + 7Y2, Q2 6E A?™2(M), b2 € A?(M),”Y2 € H?-!, 


则 
da1 = ddas + déB2 + dy2 = d602. 
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再 令 Bs。 = das + 663 + Ys,03 € A?-1(M),Ps € Art1(M),Yys € H?, 则 66 = 
0das3 十 06203 十 07a 二 0das3， 所 以 


da: 一 dodas 一 A(das). 


同 理 , 设 Bl = da4d + 6B4 + aa € AP(M),B4 € APt?(M),y4 € H?+1, 则 
6B1 = 5da4. 再 设 aa = das + 565 十 Ys, a5 € A?-1(M), Bs € A?+1(M),Ys € H?, 则 
da4 = d665. 因此 
6B1 = 0d065 = A(dps). 


于 是 
Q 一 dal 十 001 = A(das 十 60s), Q3 € A?-1(M), Bs GE A?ti(M). 


这 说 明 w = das + 665 是 方程 Aw = a 的 解 . 

定义 5.3.4 ”映射 G : 4?(M) 一 (H?)+ 定义 如 下 : 令 G(a) 等 于 方程 Aw = 
a 一 H(a) 在 (8H?)+ 中 的 唯一 解 , 我 们 把 G 叫做 格林 (Green) 算 子 . 

为 了 解 算 子 G 的 特性 , 先 介绍 下 面 的 命题 

命题 5.3.6 ” 若 线 性 算 子 了: 4p(M) 一 Ai(M) 与 算 子 A 可 换 , 则 了 与 G 亦 
可 换 . 

证 明 依 G 的 定义 ,G = (Al(Ep)-)-1omrnpl 其 中 man : A?(M) 一 (BEp)- 
为 投影 . 由 假设 TA = AT 可 导出 T(H?) Cc HAY. 又 因 (H?)+ = A(A?(M)), 可 推出 
T((B2) ) C (H9)-, 于 是 有 


Tongr)t = 7TH) of. 
并 且 在 (8?)+ 上 ， 


To (Al(H?)) = (AI(H®)-) oT7, 
To(Al(H?)) = (AI(H®)-) oT, 
To (AI(H?)-)-! oN(HP)+ = (A|I(H®)+)-ioTo NT(HP)+ 


= (AI(H®)-) org oT, 
即 ToG=GoT. 
本 命题 证 明 用 到 了 定理 5.3.1'.， 请 读者 思考 : 不 用 定理 5.3.1 而 用 定理 5.3.1 
及 格林 算 子 G 给 出 该 命题 的 另 一 证 法 , 提示 如 下 : 设 w = HH(w) 十 A(G(w)), 先 证 
HT(w) = TH(w), 再 证 GT(w) = TG(w). 
另外 , 由 命题 5.3.3(iii) 及 推论 5.3.2(ii) 知 , *,d,6 均 与 A 可 换 , 因此 由 命题 5.3.6 
并 即 有 下 面 的 
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推论 5.3.3 ”G 与 *,d,6 均 可 交换 . 

定理 5.3.8 ”可 定向 的 紧 致 黎 曼 流 形 M 的 de Rham 上 同调 群 的 每 一 个 上 同 
调 类 包含 唯一 的 调和 形式 . 

证 明 设 ac 是 M 上 的 任意 光滑 六 形式 . 由 定理 5.3.1 及 格林 算 子 G 的 定义 可 
知 a = Ha+AGa= Ha+d6Ga+6bdGa. 因 G 与 d 可 换 , 故 a = Ha+diGa+Gda. 

现 设 (a) es FF8(M,R)(0<p<dimnA), 则 a 是 光滑 闭 p- 形式 , da = 0. 于 是 

a= Ha+d(éGa), 

它 表 示 调 和 p- 形式 Ha 与 a 属于 相同 的 de Rham 上 同调 类 , 即 (Ha) = (Qa). 这 
说 明 M 的 每 一 个 de Rham 上 同调 类 中 包含 有 调和 形式 . 

下 证 唯一 性 . 假设 有 两 个 调和 六 形式 y, 和 7 属于 相同 的 de Rham 上 同调 


类 , 那么 有 
YY—Y=dr, TE 42- (1)， 


注意 i 一 ?2 仍 为 调和 p- 形式 , 依 命题 5.3.5， 6(7Y1 一 ?2) = 0. 作 内 积 
(d7, 1 — 2) = (7, (1 — 72)) = (7, 0) = 0, 


于 是 dr = i 一 2 = 0, 41 = >2. 定理 得 证 . 
下 面 介绍 该 定理 的 一 个 应 用 . 假设 M 是 一 个 m 维 可 定向 的 紧 致 微分 流 形 . 定 
义 双 线 性 函数 
B:H?(M,R) x H™-?(M,R) —R 


如 下 : 对 于 (a) e H3(M,RR), (6) e H"-?(M,RR), 令 
B((a),(6)) = he A 有 (4) 


该 定义 是 合理 的 , 与 上 同调 类 的 代表 选取 无 关 . 例如 , 若 ua 是 上 同调 类 (a) 的 另 一 
代表 - 则 al = a +dr,T € A?~'(M). 我 们 有 


ar fener hen 
= 人 wsA8+ 上 ae 月-CDP f raap 


这 里 上 dtr 和 6) = 0 是 根据 命题 4.4.1, 而 上 rAd6 =0 是 因为 46 =0. 
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下 一 定理 是 关于 m 维 紧 致 有 向 流 形 M 的 de Rham 上 同调 的 Poincaré 对 偶 
性 . 

定理 5.3.4 ”由 (4) 式 定义 的 双 线 性 函数 B 是 非 奇 异 的 , 由 此 可 确定 H?(M, R) 
与 HY ?了 (M, 民 ) 的 对 偶 空 间 之 间 的 同 构 : 


Hi(M,R) 兰 ( 万 (MMR)). 


证 明 ” 欲 证 (4) 式 定 义 的 双 线 性 函数 B 是 非 奇 异 的 , 需 证 对 任意 非 零 上 同调 类 
(a) Ee 到 (AM R),， 能 找到 一 个 非 零 上 同调 类 (8) e HY ?AM, 玉 ), 使 得 B((a), (6)) z 
0. 

因为 任何 微分 流 形 可 赋予 黎 曼 结构 , 对 流 形 M 选取 一 个 黎 曼 结构 使 之 成 为 黎 
曼 流 形 . 按照 定理 5.3.3, 可 以 假定 a 是 (ay 的 调和 代表 . 因为 上 同调 类 (a) #0, 所 
以 a 不 恒 等 于 0. 而 算 子 A 与 * 可 换 , 即 *A = Ax, 因此 *a 也 是 调和 形式 . 据 命 
题 5.3.5, *a 是 闭 (m 一 p)- 形式 , 它 是 上 同调 类 (xa) e HY? ?(M, 民 ) 的 一 个 代表 . 而 


B((@), (kay) = 上 a Axa = (ao 关 0 
故 B 是 非 奇异 的 . 现 令 
p: HM,R) = (HY?(M,R)) 
定义 为 
vo)((E) = fab, (0) e HEM,R), (8) HY?(M,R), 


不 难看 出 ” 是 一 个 同 构 . 
推论 5.3.4 ”车 M 是 一 个 m 维 可 定向 的 紧 致 连通 微分 流 形 , 则 


HY (M,R)ER. 
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映射 度 的 积分 表示 4.3 
映射 芽 1.3 
有 效 作用 3.5 
右 不 变 问 量 场 3.1 
右 平移 3.1 
余 切 从 2.1 
余 切 空间 1.3 
余 切 映射 1.3 
余 维 数 1.1 

yA 
张 量 代 数 2.4 
张 量 积 2.4 
整体 流 2.2 
正则 点 1.4,1.5, 1.6 
正则 值 1.5, 1.6 
正则 子 流 形 1.1 
支 集 1.2 
指标 1.4 
指数 映射 3.2 
秩 1.4 
秩 定理 1.4 
重心 坐标 5.1 
子 流 形 1.5 
左 不 变 1 次 形式 3.1 
左 不 变 问 量 场 3.1 
左 平移 3.1 
坐标 映射 1.1 

其 他 
6- 逼近 1.7 


Betti 数 2.7,5.1 


索 引 


Brouwer (映射 ) 度 
de Rham 定理 

de Rham 上 同调 群 
Fubini 定理 
Grassmann 代数 
Grassmann 积 
Grassmann 流 形 
Haar 积分 

Hodge 定理 


4.3 
5.2 
2.7 
1.6 
2.4 
2.4 
3.] 
4.2 
5.3 


Hodge 分 解 定理 


Laplace-Beltami 算 子 
Maurer-Cartan 形式 


Morse 芽 

Morse 引 理 

Sard 定理 

Stokes 定理 
Whitney 漫 入 定理 
Whitney 髓 入 定理 


5.3 
5.3 
3.1 
1.4 
1.4 
1.6 
4.2 
1.7 
1.7 


